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模糊限制语的逻辑学研究：语义模型与完备性

王军涛 王梅 贺鹏飞

摘 要：本文以代数化逻辑的研究方法为指引建立了基于三角模的模糊逻辑中模糊

限制语公理系统 MTLvt 的代数语义系统，引入了模糊限制 MTL-代数簇，得到了逻辑
系统MTLvt 成为半线性逻辑的充分必要条件，在此基础之上证明了其线性完备性。其

次，研究了模糊限制 MTL-代数的相关代数性质，刻画了可表示的模糊限制 MTL-代
数，解决了模糊限制 MTL-代数的次直积分解问题，这为逻辑系统 MTLvt 的最小半线

性扩张提供了代数基础。最后，研究了次直不可约模糊限制MTL-代数，利用余原子刻
画了次直不可约模糊限制 MTL-代数，证明了在可表示的前提下，次直不可约模糊限
制MTL-代数与线性序模糊限制MTL-代数等价。

关键词：模糊逻辑；模糊限制 MTL-代数；次直积表示；次直不可约分解；半线性扩
张；完备性
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1 引言

经典逻辑推理中，已知前提所使用的概念和提供的信息都是精确的，就能保

证推得的结果也是准确无误的，这种精确的、严格的逻辑推理是计算机科学中普

遍采用的研究方法。然而传统计算机通常只能按照经典逻辑进行识别，对模糊概

念无能为力。为了克服经典逻辑在计算机应用中的不足，1965 年，美国控制专
家 L. A. Zadeh（[17]）提出了模糊逻辑的概念，从而使计算机不但可以对模糊概
念进行处理，还可以在信息有限的情况下，提供精确的答案。在模糊逻辑理论研

究中，长期占主导地位的是基于三角模的模糊逻辑，在这类逻辑系统中，使用某

个（左）连续三角模作为合取联结词的解释，并由此解释其它命题联结词（[11]），
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如蕴涵、析取联结词分别解释为由上述三角模诱导的剩余蕴涵、对偶的三角余模，

而否定联结词通常由蕴涵可以自然解释。目前，基于三角模的模糊逻辑已取得了

丰富的研究成果，如：王国俊和裴道武两位教授建立的基于修正的 Kleene蕴涵算
子逻辑系统 L∗；（[20]）P. Hájek建立的基于连续三角模的逻辑系统 BL；（[11]）F.
Esteva和 L. Godo建立的基于左连续三角模的逻辑系统MTL（[7]）等，在这些逻
辑系统中，MTL备受国内外学者关注，已经发展成为模糊逻辑研究的主流对象之
一，究其原因有以下几点：（1）它是一类最基本的满足剩余律的基于三角模逻辑
系统；（2）它是一类范围最广的线性完备性可证的基于三角模逻辑系统；（3）它
在不同类模糊逻辑系统之间建立了联系、为系统、全面地研究模糊逻辑提供了途

径。模糊逻辑主要采用代数逻辑的研究方法，而后者则以逻辑代数为工具来进行

研究。MTL-代数是 F. Esteva 和 L. Godo于 2001年为逻辑系统MTL匹配的代数
语义，目前来看，MTL-代数成功地推广了 BL-代数，极大地拓宽了模糊逻辑的应
用范围。MTL和MTL-代数在模糊逻辑的研究中发挥重要作用，取得了丰富的研
究成果。（[8, 9, 15]）

为了更恰当的表达日常语言语气的模糊性，1973年，美国学者G. Lakoff（[12]）
基于模糊集理论提出了模糊限制语（hedge）的概念，它主要包括一些“能够使语
言模糊化的词语”，如非常、十分、可能、大概等。模糊限制语最初主要应用在

社会语言学、语用学以及语篇分析等语言语义学方面，并取得了一系列的研究成

果。（[1, 2, 16]）随着模糊逻辑理论研究的不断深入，越来越多的学者开始关注模糊
限制语所具有的逻辑性质，如：L. A. Zadeh（[18]）从广义模糊逻辑的角度给出了
描述模糊逻辑中模糊限制语对应的模糊限制函数（hedge function）h : L → [0, 1]，

它是一个单调递增、压缩且保持最值的函数，并通过其将命题的真值根据大小分

为非常真（very true），十分真（quite true），可能真（probably true）等，然而需要
指出的是上述方法具有如下的局限性：一是模糊限制函数是一类特殊的隶属度函

数，它的构建在很大程度上依赖于专家个人的实际经验，具有很强的主观性；二

是尽管模糊限制函数在模糊逻辑及模糊推理中有着广泛的应用，遗憾的是不能从

逻辑和代数两方面共同去研究对应的理论，这是因为模糊限制函数 h的取值总是

取单位区间 [0, 1]中的值，所以逻辑代数与其上的模糊限制函数 h不是一个代数

簇，因此也不能从泛代数角度去研究相关问题，从而导致具有模糊限制函数的逻

辑代数不再构成可代数化意义下的逻辑代数。考虑到公理化方法是数理逻辑构造

形式系统最有效的方法，因此自然要问能否从狭义模糊逻辑的角度出发，给出描

述模糊逻辑中模糊限制语的公理系统。为了解决上述问题，捷克著名逻辑学专家 P.
Hájek构建了描述基本模糊逻辑 BL中模糊限制语的公理系统 BLvt（[10]），其是由
模糊真值联结词 vt对基本模糊逻辑 BL扩张而得到的。受此启发，I. Leuştean 建
立了非可换 Łukasiewicz 命题逻辑中模糊限制语对应的公理系统 PŁvt（[13]），并
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证明了其是非可换 Łukasiewicz命题逻辑 PŁ的自然扩张，随后 A. Ciabattoni等建
立了 MTL中模糊限制语相应的公理系统 MTLvt（[4]），并将其成功应用于形式
概念分析中的数据约简中去。尽管现有文献在基于三角模的模糊逻辑中模糊限制

语的公理化系统构建方面进行了开创性的研究工作（[4, 10, 13]），然而已有研究
工作的重点主要聚焦在逻辑系统中的推理规则，相应逻辑系统的线性完备性的问

题并没有被彻底解决，其主要原因是其对应代数语义系统的性质和结构并未得到

充分挖掘和深入探究。

上述研究工作表明，目前基于三角模的模糊逻辑中模糊限制语的研究备受广

大学者关注，相应研究成果也不断地涌现，这为基于三角模的模糊逻辑中命题变

元真值度的研究提供了坚实的逻辑推理基础。然而特别需要指出的是，当前基

于三角模的模糊逻辑中模糊限制语的研究主要集中在推理规则以及其应用方面，

而对其相应代数语义系统的性质和结构的研究却较少涉及，这也是基于三角模的

模糊逻辑中模糊限制语公理系统的完备性未得到彻底解决的根本原因。基于上述

分析，考虑到 MTL是一类最基本的基于三角模的模糊逻辑系统，本文以逻辑系
统MTLvt为主要研究对象，以代数化逻辑和泛代数相关理论方法为主要的研究指

引，建立逻辑系统MTLvt相应的代数语义系统模糊限制MTL-代数簇，并研究模
糊限制MTL-代数簇的次直积表示定理，进而解决逻辑系统MTLvt最小半线性扩

张问题，证明其链完备性定理，为处理基于三角模的模糊逻辑中模糊限制语提供

统一的代数公理化框架，实现基于三角模的模糊逻辑中模糊限制语的代数语义和

逻辑推理的深层次统一，这是本文的主要研究动机。

本文第 2节简单介绍了基于三角模的模糊逻辑中最一般逻辑系统MTL及其
相应代数语义系统 MTL-代数簇的相关知识；第 3节构建了基于三角模的模糊逻
辑中模糊限制语相应公理系统的代数语义系统模糊限制 MTL-代数簇，证明了逻
辑系统 MTLvt 的线性完备性，解决了逻辑系统 MTLvt 的最小半线性扩张问题；

第 4 节研究了模糊限制 MTL-代数的代数性质，刻画了可表示模糊限制 MTL-代
数，解决了模糊限制 MTL-代数簇次直积分解问题；第 5节研究了次直不可约模
糊限制MTL-代数，证明了次直不可约可表示的模糊限制MTL-代数与线性序模糊
限制MTL-代数等价；第 6节总结了本文的成果并对其进行了展望。

2 预备知识

回顾文献 [7]中关于逻辑系统MTL及其相应代数语义MTL-代数簇的相关知识。

定义 2.1. 逻辑系统MTL的公理集及推理规则如下，
公理集：

（MTL1）(φ⇒ ψ) ⇒ ((ψ ⇒ χ) ⇒ (φ⇒ χ))，
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（MTL2）φ⇒ (φ t ψ)，
（MTL3）ψ ⇒ (φ t ψ)，
（MTL4）(φ⇒ χ) ⇒ ((ψ ⇒ χ) ⇒ ((ϕ t ψ) ⇒ χ))，

（MTL5）(φ u ψ) ⇒ φ，

（MTL6）(φ u ψ) ⇒ ψ，

（MTL7）(φ&ψ) ⇒ φ，

（MTL8）(φ&ψ) ⇒ (ψ&φ)，
（MTL9）(φ⇒ ψ) ⇒ ((φ⇒ χ) ⇒ (φ⇒ (ψ t χ)))，
（MTL10） (φ⇒ (ψ ⇒ χ)) ⇒ ((φ&ψ) ⇒ χ)，

（MTL11）((φ&ψ) ⇒ χ) ⇒ (φ⇒ (ψ ⇒ χ))，

（MTL12）(φ⇒ ψ) t (ψ ⇒ φ)，

（MTL13）0 ⇒ φ，

推理规则：MP规则即从 φ和 φ⇒ ψ推出 ψ。

逻辑系统MTL中赋值、证明、理论、定理及重言式等定义与经典逻辑类似，
不再赘述。特别记 `MTL φ为公式 φ在逻辑系统MTL中可由一个空集推理得到。

逻辑系统MTL上其它相关逻辑联接词 ∼,↔可定义如下

∼ φ ≡ φ⇒ 0̄, φ↔ ψ ≡ (φ⇒ ψ)&(ψ ⇒ φ)。

注 1. 一个具有蕴涵联结词的逻辑系统称为蕴涵逻辑（[6]）若其满足：
（1）` φ⇒ φ，

（2）φ,φ⇒ ψ ` ψ，
（3）φ⇒ ψ,ψ ⇒ χ ` φ⇒ χ，

（4）φ⇒ ψ,ψ ⇒ φ ` c(χ1, · · · , χi, φ, · · · , χn) ⇒ c(χ1, · · · , χi, ψ, · · · , χn)，

（5）φ ` ψ ⇒ φ。

需要指出的是蕴涵逻辑都是是W. J. Blok和 D. Pigozzi（[13]）意义下的可代
数化逻辑，而 C. Noguera（[14]）指出了MTL及其形式扩张均属于蕴涵逻辑，从
而其也是一类可代数化逻辑，其所相应代数语义系统可以形成一个代数簇。

定义 2.2 ([7]). 一个MTL-代数是 (2, 2, 2, 2, 0, 0)型代数 (L,∧,∨,�,→, 0, 1)满足：

（1）(L,∧,∨, 0, 1)是一个有界格，其中 0和 1分别为 L的最小元和最大元，

（2）(L,�, 1)是一个可换幺半群，
（3）x� y ≤ z当且仅当 x ≤ y → z，

（4）(x→ y) ∨ (y → x) = 1。

本文将MTL-代数 (L,∧,∨,�,→, 0, 1)简记为 L。在MTL-代数 L上定义运算

如下：
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¬x = x→ 0,¬¬x = ¬(¬x), x0 = 1, xn = xn−1 � x, n ≥ 1。

命题 2.1. 设 L是一个MTL-代数，则以下结论成立：∀x, y, z ∈ L，

（1）x ≤ y当且仅当 x→ y = 1，

（2）x→ x = 1，x→ 1 = 1，1 → x = x，

（3）x→ (y ∧ z) = (x→ y) ∧ (x→ z)，

（4）x ∨ y → z = (x→ z) ∧ (y → z)，

（5）x� y → z = x→ (y → z)，

（6）x ∧ y ≤ ((x→ y) → y) ∧ ((y → x) → x)，

（7）x ≤ y → x。

滤子理论在研究逻辑代数完备性的过程中扮演着非常重要的角色，尤其是在

逻辑代数次直积表示定理的研究中起着非常重要的作用，下面介绍 MTL-代数滤
子的相关概念。

定义 2.3 ([19]). 设 L是一个MTL-代数，F 是 L的一个非空子集。若 ∀x, y ∈ L，

（1）当 x, y ∈ F，有 x� y ∈ F，

（2）当 x ∈ F 且 x ≤ y时，有 y ∈ F，则称 F 是 L的滤子。

定义 2.4 ([19]). 设 L是一个MTL-代数，F 是 L的一个滤子，则 F 称为：

（1）真滤子若 F 6= L。

（2）素滤子若 F 满足对任意的 x, y ∈ F，都有 x→ y ∈ F，或 y → x ∈ F。

（3）极大滤子若 L中不存在严格包含 F 的真滤子。

（4）极小素滤子若 F 是全体素滤子之集关于包含关系的极小元。

定义 2.5 ([3]). 称 MTL-代数 L 是一簇 MTL-代数 (Li)i∈I 的次直积。若满足以

下条件：

（1）L ≤
∏

i∈I Li，

（2）对于每个 j ∈ I，πj(L) = Lj，其中 πj :
∏

i∈I Li → Lj 是投射映射。

若 α(L)是 (Li)i∈I 的次直积，则称嵌入映射 α : L→
∏

i∈I Li是次直的。

定义 2.6 ([7]). 设 L是一个MTL-代数。若 L同构于一族线性序MTL-代数的次直
积，则称 L是一个可表示的MTL-代数。

定理 2.1 ([3]). 设 L是一个MTL-代数且 F 是 L的滤子，则下列事实等价。

（1）F 是一个极小素滤子，
（2）F = ∪{a⊥|a ∈ F}，其中 a⊥ = {x ∈ L|a ∨ x = 1}。
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3 基于三角模的模糊逻辑中模糊限制语的代数语义

本节借助代数逻辑的研究方法证明了基于三角模的模糊逻辑中模糊限制语公

理系统MTLvt是可代数化的，得到了MTLvt关于全体模糊限制MTL-代数簇是完
备的，并给出了MTLvt成为半线性逻辑的充要条件，在此基础之上证明了MTLvt线

性完备性。

为了公理化模糊逻辑中模糊限制语，A.Ciabattoni等通过引入逻辑连接词 vt（相

应真值函数完全保持了模糊限制函数代数性质）对逻辑系统 MTL进行形式扩张
而得到了模糊逻辑中模糊限制语公理化系统MTLvt（[4]），其公理集包括逻辑系
统MTL的公理集和如下公理：
（VT1）vtφ⇒ φ，

（VT2）vt(φ⇒ ψ) ⇒ (vtφ⇒ vtψ)，

（VT3）vtφ⇒ vt(vtφ)。

推理规则集：MP 规则：由 φ 和 φ ⇒ ψ 得到 ψ 和推广规则 Necvt：由 φ 得

到 vtφ。

逻辑系统MTLvt中相关概念与逻辑系统MTL相似，不再赘述。

注 2. 本文所研究的 MTLvt 是逻辑系统 MTL更一般化的一种模态化扩张，现有
的模态扩张MTL∇和MTL△均为MTLvt形式扩张，其详细关系描述如下：

（1）时慧娴和王国俊教授在文献（[21]）中提出的MTL的模态扩张逻辑MTL∇

是MTLvt 的形式扩张，其中MTL∇的公理集包括MTL 的公理集和如下公理：
（∇ 1）∇(φ t ψ) ⇒ (∇φ t∇ψ)，
（∇ 2）∇(φ⇒ ψ) ⇒ (∇φ⇒ ∇ψ)，
（∇ 3）∇φ⇒ φ，

（∇ 4）∇φ⇒ ∇∇φ。
推理规则集：MP规则和推广规则 Nec∇：从 φ得出 ∇φ。
（2）F. Esteva和 L. Godo在文献（[7]）中提出的 MTL△ 也是 MTLvt 的形式

扩张。事实上，MTL△的公理集包括MTL的公理集及如下公理：
（4 1）4φt ∼ 4ψ，
（4 2）4(φ t ψ) ⇒ (4φ t4ψ)，
（4 3）4φ⇒ φ，

（4 4）4φ⇒ 44φ，
（4 5）4(φ⇒ ψ) ⇒ (4φ⇒ 4ψ)。
推理规则集：MP规则和推广规则 Nec△：从 φ得出4φ。

接下来探讨 MTLvt 可代数化问题，建立其对应的代数语义模糊限制 MTL-
代数。
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由可代数化逻辑的相关理论可知蕴涵逻辑是一类具有蕴涵联结词的形式最简

的可代数化逻辑，因此要说明MTLvt是可代数化的，只需验证其是一类蕴涵逻辑

即可。显然逻辑系统MTL是一类蕴涵逻辑，因此说明MTLvt是蕴涵逻辑的关键

在于证明逻辑连接词 vt同样满足（Cong）条件，见命题3.1（2）。

命题 3.1. 下列公理在逻辑系统MTLvt中均可证，

（1）`MTLvt∼ vt0̄,
（2）φ⇒ ψ `MTLvt vtφ⇒ vtψ。

因此MTLvt是一类可代数化逻辑，本文称其等价代数语义为模糊限制MTL-
代数。

定义 3.1. 设 L是一个MTL-代数，称一元算子 h : L→ L是 L上的模糊限制算子，

若其满足如下条件：∀x, y ∈ L，

（HMTL1）h(1) = 1，

（HMTL2）h(x) ≤ x，

（HMTL3）h(x→ y) ≤ h(x) → h(y)，

（HMTL4）h2(x) = h(x)，其中 h2(x) = h(h(x))，

并称序对 (L, h)为一个模糊限制MTL-代数，显然全体模糊限制MTL-代数能够形
成一个簇。

下面给出模糊限制MTL-代数的一些例子。

例 1.（1）恒等映射 idL : L→ L是MTL-代数 L上的模糊限制算子，(L, idL)是一

个模糊限制MTL-代数，这说明一个MTL-代数 L可以视为一个模糊限制MTL-代
数。

（2）设 L是一个线性序MTL-代数，定义映射 h : L→ L如下：

h (x) =

{
1, x = 1

0, x 6= 1

则 h是 L上的模糊限制算子，因此 (L, h)是一个模糊限制MTL-代数。
（3）设 L是 R0单位区间 L = ([0, 1],∧,∨,�,→)。特别令

Ln = {0, 1
n−1

, 2
n−1

, · · · , n−2
n−1

, 1}。

显然 Ln 关于上述代数运算作成一个 MTL-代数。定义映射 h : Ln → Ln 如

下所示：

h(x) = max{y ∈ Ln|y ≤ x}，
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则 (Ln, h)是一个模糊限制MTL-代数。
（4）设 L = {a, b, c, d, 1} 具有序关系 0 ≤ a, b; a ≤ c, d; b ≤ c; c, d ≤ 1。定

义 L上的二元运算 � 和→ 如下：

� 0 a b c d 1

0 0 0 0 0 0 0

a 0 0 0 0 0 a

b 0 0 b b 0 b

c 0 0 b b a c

d 0 0 0 0 d d

1 0 a b c d 1

→ 0 a b c d 1

0 1 1 1 1 1 1

a c 1 c 1 1 1

b d d 1 1 d 1

c a d c 1 d 1

d b c b c 1 1

1 0 a b c d 1

容易验证 (L,∧,∨,�,→, 0, 1)是一个MTL-代数。定义映射 h : L→ L如下：

h (x) =

{
x, x = 0, b, d, 1

b, x = c
,

则 (L, h)是一个模糊限制MTL-代数。

需要指出的是每个模糊限制MTL-代数 (L, h)都满足：∀x, y ∈ L，

x→ x = y → y。

因此其对应逻辑系统MTLvt 可通过添加一个可定义的常变元 1̄ = φ ⇒ φ来扩张，

同时也可直接得到关于MTLvt的完备性定理，若需要了解相关知识，读者可参阅

文献 [3]中相关结论。

定理 3.1. 设 φ是MTLvt的一个公式，则以下结论等价：

（1）`MTLvt φ，

（2）对任意的模糊限制MTL-代数 (L, h)和任意的模型 e，e(φ) = 1，

（3）[φ] = [1̄]。

基于上述完备性来证明逻辑系统MTLvt是MTL的保守扩张。

定理 3.2. 设 φ是MTL的一个公式，则 `MTL φ当且仅当 `MTLvt φ。

证明. 例1（1）表明 idL是MTL-代数上的一个模糊限制算子，从而由 `MTLvt φ 推

导 `MTL φ显然可证。反之，假设 ⊬MTL φ，则存在一个线性序MTL-代数 L 和一

个赋值 e使得 e(φ) 6= 1。注意到上述线性序MTL-代数 L可按例 1（2）的形式扩
展成为一个线性序模糊限制MTL-代数 (L, h)，从而上述 (L, h)和 e说明 ⊬MTLvt φ

矛盾。
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模糊逻辑称为半线性（[6]）的当其关于一簇线性序代数完备，从代数角度来
看，即就是对应逻辑代数的次直积表示定理成立。需要指出的是并非所有模糊逻

辑都是半线性逻辑，然而可按如下方式将其扩张成为半线性逻辑。

逻辑系统L中二元逻辑联结词t的称为L中析取联结词，若其满足如下条件：

(PD) φ `L φ t ψ，ψ `L φ t ψ，
(PCP) 若 Γ, φ `L χ且 Γ, ψ `L χ，则 Γ, φ t ψ `L χ。

给定析取联结词 t和有限推理规则 (R) : Γ ` φ，推理规则 (R⊔)的定义形式为

(R⊔) : Γ t p ` φ t p，其中 p 是一个未在集合 Γ ∪ {φ} 的命题变元。

命题 3.2 ([5]). 设逻辑系统L1具有析取联结词t且逻辑系统L2是由有限推理规则

集 C 对L1扩张而成，则t仍是L2的析取联结词当且仅当对任意推理规则 (R) ∈ C，
推理规则 (R⊔)在逻辑系统 L2 中可证。特别地，t 均是逻辑系统 L1任何形式扩

张的析取联结词。

定理 3.3 ([5]). 设 L是一个具有二元联结词 t的蕴涵逻辑且满足条件（PD）。考虑

(P⊔) `L (φ⇒ ψ) t (ψ ⇒ φ)，

(MP⊔) φ⇒ ψ,φ t ψ `L ψ且 φ⇒ ψ,ψ t φ `L ψ。

则以下结论等价：

（1）t是一个析取联结词且满足 (P⊔)，

（2）L是一个半线性逻辑且满足 (MP⊔)。

显然常见的模糊逻辑系统如，BL以及MTL等都是半线性逻辑，主要因为这
些逻辑系统不仅是蕴涵逻辑且满足条件 (P⊔)和 (MP⊔)，从而由定理 3.3便自然可
得，然而需要指出的是，其模态扩张 MTLvt并非是半线性逻辑，从推理角度来看

逻辑系统MTLvt 不是半线性逻辑的主要原因是其所对应的推理规则 (R⊔
vt)不可证

（例2可说明这个问题），其中推理规则 (R⊔
vt)的定义如下：

Γ t p `MTLvt vtφ t p，其中 p是任意一个未在集合 Γ ∪ {φ}的命题变元。

特别地若 Γ = ∅，则推理规则 (R⊔
vt)可简化为：

φ t p `MTLvt vtφ t p，其中 p是任意一个不为 {φ}的命题变元。

例 2. 设 L = {0, a, b, c, 1}具有序关系 0 < a < b < 1, 0 < a < c < 1。定义代数运

算 �和→如下：
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� 0 a b c 1

0 0 0 0 0 0

a 0 a a a a

b 0 a b a b

c 0 a a c c

1 0 a b c 1

→ 0 a b c 1

0 1 1 1 1 1

a 0 1 1 1 1

b 0 c 1 c 1

c 0 b b 1 1

1 0 a b c 1

则 (L,∧,∨,�,→, 0, 1)是一个MTL-代数。定义映射 h : L→ L为

h (x) =

{
x, x = 0, a, 1

a, x = b, c

则容易验证 (L, h)是一个模糊限制MTL-代数。然而事实上，

虽然 b ∨ c = 1，但是 b ∨ h(c) = b ∨ a = b 6= 1。

上例表明一般情况下MTLvt不是半线性的，因此如何对其进行最小半线性扩

张是一个值得探讨的问题。接下来，我们给出使得MTLvt成为半线性逻辑的的充

分必要条件。

定理 3.4. 逻辑系统MTLvt是半线性的当且仅当推理规则 (R⊔
vt) 可证。

证明. 记逻辑系统MTLvtℓ是由逻辑系统MTLvt经推理规则 (R⊔
vt)扩张后所得。由

逻辑系统MTLvt具有析取联结词t且逻辑系统MTLvtℓ是逻辑系统MTLvt的公理

扩张，由命题 3.2可得逻辑联结词t也为MTLvtℓ的析取联结词且推理规则 (R⊔
vt) 在

逻辑系统MTLvtℓ可证。此外，由推理规则 (P⊔)也在逻辑系统MTLvtℓ中可证，进

而由定理 3.3可得逻辑系统MTLvtℓ 是半线性逻辑。反之若逻辑系统MTLvt 成为

半线性逻辑，则由定理 3.3自然可得推理规则 (R⊔
vt)可证。

由半线性逻辑的定义结合定理 3.4的结论，如下线性完备性自然成立。

定理 3.5. 设 φ是MTLvtℓ的一个公式，则以下结论等价：

（1）`MTLvtℓ φ，

（2）对任意的线性序模糊限制MTL-代数 (L, h)和任意的模型 e，e(φ) = 1，

（3）[φ] = [1̄]。

考虑 MTL∇，MTL△ 是 MTLvt 分别经 (R⊔
∇) 和 (R⊔

△) 推广而得，可得如

下结论。

推论 1. 逻辑系统MTL∇ , BL∇ , Ł∇ 都是半线性逻辑。

推论 2. 逻辑系统MTL△ , BL△ , Ł△ 都是半线性逻辑。



王军涛,王梅,贺鹏飞 模糊限制语的逻辑学研究：语义模型与完备性 11

4 可表示模糊限制MTL-代数的刻画

本节通过研究模糊限制 MTL-代数的相关性质，借助模糊限制滤子探讨了模
糊限制剩余格的次直积表示定理，解决了模糊限制剩余格簇的次直积分解问题，所

得结论为逻辑系统MTLvt的最小半线性扩张提供了代数基础。

首先给出模糊限制MTL-代数的相关代数性质。

命题 4.1. 设 (L, h)是一个模糊限制MTL-代数，则下列结论成立：∀x, y ∈ L，

（1） h(0) = 0，

（2） h(x) = 1当且仅当 x = 1，

（3）若 x ≤ y，则 h(x) ≤ h(y)，

（4） h(¬x) ≤ ¬h(x)，
（5） h(x)� h(y) ≤ h(x� y)，

（6） h(x) ≤ y当且仅当 h(x) ≤ h(y)，

（7） h(L) =Fixh(L)，其中 Fixh(L) = {x ∈ L|h(x) = x}，
（8） h(L) = L 当且仅当 h = idL。

证明.（1）由（HMTL2）可得 h(0) ≤ 0，从而 h(0) = 0。

（2）若存在 x ∈ L 使得 h(x) = 1，则由（HMTL2）得 1 = h(x) ≤ x，从

而 x = 1。反之显然。

（3）若 x ≤ y，则 x→ y = 1，进而由（HMTL1）和（HMTL3）可得

1 = h(x→ y) ≤ h(x) → h(y)，

这说明 h(x) → h(y) = 1，即 h(x) ≤ h(y)。

（4）在（HMTL3）中令 y = 0可得 h(¬x) ≤ ¬h(x)。
（5）由 x� y ≤ x� y可得 y ≤ x→ (x� y)，再由（HMTL3）和（3）可得

h(y) ≤ h(x→ (x� y)) ≤ h(x) → h(x� y)，

进而由定义 2.2可得 h(x)� h(y) ≤ h(x� y)。

（6）∀x, y ∈ L，若 h(x) ≤ y，则由（3）可得 h(h(x)) ≤ h(y)，进而由（HMTL4）
可得 h(x) ≤ h(y)。反之若 h(x) ≤ h(y)，则由（HMTL2）可得 h(x) ≤ h(y) ≤ y。

（7）若 y ∈ h(L)，则存在 x ∈ L使得 y = h(x)，从而

h(y) = h(h(x)) = h(x) = y，

这表明 y ∈Fixh(L)。反之若 y ∈Fixh(L)，则 y ∈ h(L)。

（8）∀x ∈ L，存在 x0 ∈ L使得 h(x0) = x。又由（HMTL4）可得

h(x) = h(h(x0)) = h(x0) = x，
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这表明 h = idL。反之显然成立。

MTLvt的可代数化性自然可以得到模糊限制MTL-代数对应的滤子即模糊限
制滤子的概念，其实际上逻辑系统MTLvt中全体可证公式所形成集合的语义版本。

给定一个模糊限制 MTL-代数 (L, h)，MTL-代数 L 上的一个滤子 F 称为模

糊限制 MTL-代数 (L, h) 的一个模糊限制滤子若其关于模糊限制算子 h 是封闭

的。若 X 是 MTL-代数 L 的非空子集，记 〈X〉h 为由 X 生成的模糊限制滤子，

即 〈X〉h 是包含 X 的最小模糊限制滤子，具体生成式为

〈X〉h = {x ∈ L|x ≥ h(x1)� h(x2)� · · · � h(xn), xi ∈ X,n ≥ 1}。

特别地，

〈a〉h = {x ∈ L|x ≥ (h(a))n, n ≥ 1}。

此外，若 F 是模糊限制MTL-代数 (L, h)的模糊限制滤子且 a /∈ F，则

〈F, a〉h := 〈F ∪ {a}〉h = {x ∈ L|x ≥ f � (h(a))n, f ∈ F} = F ∨ [h(a))。

本文中将模糊限制MTL-代数的全体模糊限制滤子的集合记为 [HF (L, h)]。

模糊限制MTL-代数的模糊限制滤子与MTL-代数中滤子一般情况下是不同的。

例 3. 设 L = {0, a, b, c, 1}其中 0 ≤ a ≤ b, c ≤ 1，定义运算 � 和→为

� 0 a b c 1

0 0 0 0 0 0

a 0 a a a a

b 0 a b a 1

c 0 a a c 1

1 0 a b c 1

→ 0 a b c 1

0 1 1 1 1 1

a 0 1 c 1 1

b 0 a 1 c 1

c 0 b b 1 1

1 0 a b c 1

则 (L,∧,∨,�,→, 0, 1)是一个MTL-代数。定义MTL-代数L上一元算子 h : L→ L

h (x) =


0, x = 0, a, b

c, x = c

1, x = 1

容易验证 (L, h)是一个模糊限制MTL-代数，{c, 1}，{1}和 L是 (L, h)的模糊限

制滤子。值得注意的是 {a, b, c, 1} 虽然是 MTL-代数 L的滤子，但其并非是模糊

限制MTL-代数 (L, h)的模糊限制滤子，这是因为 h(a) = h(b) = 0 /∈ {a, b, c, 1}。

模糊限制 MTL-代数的模糊限制滤子集 HF [L, h]关于集合包含是一个 Heyt-
ing代数。
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定理 4.1. 设 (L, h)是一个模糊限制 MTL-代数，则 (HF [L, h],∧,∨, 7→, 1, L)是一

个完备 Heyting代数，其中对于任意 F1, F2 ∈ HF [L, h]，

F1 ∧ F2 = F1 ∩ F2，

F1 ∨ F2 = 〈F1 ∪ F2〉µ，
F1 7→ F2 = {x ∈ L|h(x) ∨ f1 ∈ F2, ∀f1 ∈ F1}。

证明. 假设 {Fi}i∈I 是模糊限制MTL-代数 (L, h)的一簇模糊限制滤子，容易验证∧
{Fi}i∈I = ∩i∈IFi

且

∨i∈IFi = {x ∈ L|x ≥ fi1 � fi2 � · · · fim , fij ∈ Fij , ij ∈ I, 1 ≤ j ≤ m}。

因此，(HF [L, h],⊆,∧,∨, 1, L) 是一个完备格。其次，对于任意 F1, F2 ∈ HF [L, h]，

定义

F1 7→ F2 = {x ∈ L|h(x) ∨ f1 ∈ F2}，

可以验证 F1 ∩F2 ⊆ F3当且仅当 F2 ⊆ F1 7→ F3，也就是说，(HF [L, h],∧,∨, 7→,

1, L)是一个完备 Heyting代数。为了得到这个结论，首先证明 F1 7→ F2 是 (L, h)

的模糊限制滤子。

首先证明 F1 7→ F2是 (L, h)的模糊限制滤子。显然 1 ∈ F1 7→ F2，所以 F1 7→
F2非空。若 x ∈ F1 7→ F2且 x ≤ y，则对任意 f1 ∈ F1使得 h(x)∨f1 ∈ F2，进一步

由 h(x)∨ f1 ≤ h(y)∨ f1 ∈ F2可得：h(y)∨ f2 ∈ F1 7→ F2，因此 y ∈ F1 7→ F2。假

设 x, y ∈ F1 7→ F2，则 ∀f1 ∈ F1使得 h(x)∨f1, h(y)∨f1 ∈ F2。从而 f1∨h(x�y) ∈
F2。故 x� y ∈ F1 7→ F2。又由 h是幂等知 x ∈ F1 7→ F2，可得 h(x) ∈ F1 7→ F2。

故 F1 7→ F2是 (L, h)的模糊限制滤子。

其次，证明 F1 ∧ F2 ≤ F3 当且仅当 F1 ≤ F2 7→ F3。假设 F1 ∧ F2 ≤ F3，

若 f1 ∈ F1，则 h(f1) ∈ F1，于是 ∀f2 ∈ F2使得 f2∨h(f1) ≥ h(f1)，f2∨h(f1) ≥ f2，

因此 f2 ∨ h(f1) ∈ F1 ∧ F2 ≤ F3，从而 f1 ∈ F2 7→ F3，故 F1 ⊆ F2 7→ F3。另一

方面，假设 F1 ≤ F2 7→ F3，若 x ∈ F2 ∧ F3，于是 ∀y ∈ F2，都有 y ∨ h(x) ∈ F3。

取 y = x ∈ F2可得：x ∨ h(x) = x ∈ F3。因此，F1 ≤ F2 7→ F3。

综上可证 (HF [L, h]∧,∨, 7→, 1, L)是一个完备的 Heyting代数。

接下来，我们研究模糊限制 MTL-代数的次直积表示定理，这是第二章中研
究逻辑系统MTLvt半线性扩张的代数基础，注意到MTL-代数是次直积可表示的，
即MTL-代数簇可以表示成一系列线性序MTL-代数的次直积，这主要是因为预线
性等式
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(x→ y) ∨ (y → x) = 1

在MTL-代数中成立，然而需要特别注意的是模糊限制MTL-代数并非是可表示的。
因此下面有必要研究模糊限制MTL-代数的次直积表示定理，给出模糊限制MTL-
代数次直积表示定理可证的充分必要条件，这为MTLvt半线性扩张提供了代数

基础。

定义 4.1. 一个模糊限制 MTL-代数称为可表示的若其能够表示成一簇线性序模糊
限制MTL-代数的次直积，或者说，其与一簇线性序模糊限制MTL-代数同构。

下面给出可表示模糊限制剩余格的例子。

例 4. 例1（4）中模糊限制MTL-代数是可表示的。然而并非所有的模糊限制MTL-
代数都是可表示的，如例 2中的模糊限制MTL-代数就不可表示。

下面定理给出了一个模糊限制MTL-代数可表示的等价刻画。

定理 4.2. 设 (L, h)是一个模糊限制MTL-代数，则以下结论等价：∀x, y ∈ L，

（1） (L, h)是一个可表示的模糊限制MTL-代数，
（2） h(x ∨ y) = h(x) ∨ h(y)，
（3） h(x→ y) ∨ (y → x) = 1，

（4）由 x ∨ y = 1得到 x ∨ h(y) = 1，

（5）模糊限制MTL-代数 (L, h)的任何一个极小素滤子是一个模糊限制滤子。

证明.（1）⇒（2）若 (L, h)是一个可表示的模糊限制MTL-代数，则一个等式在
这个模糊限制MTL-代数中成立当且仅当其在线性序模糊限制MTL-代数中成立。
在线性序模糊限制MTL-代数中等式 h(x ∨ y) = h(x) ∨ h(y)显然可证。
（2）⇒（3）若 (L, h)是一个模糊限制MTL-代数满足等式 h(x∨ y) = h(x)∨

h(y)，则 1 = h((x→ y)∨ (y → x)) = h(x→ y)∨h(y → x) ≤ h(x→ y)∨ (y → x)，

因此 h(x→ y) ∨ (y → x) = 1。

（3）⇒（4）若 x∨y = 1，则由命题 4.1（6）和（7）可得 x→ y = y，y → x = x，

再由（3）可得

x ∨ h(y) = h(x→ y) ∨ (y → x) = 1。

因此由 x ∨ y = 1可得 x ∨ h(y) = 1。

（4）⇒（5）假设 F 是一个极小素滤子且 x, y ∈ F，则存在 z ∈ L使得 z /∈
F 且 z ∧ x = 1。由于 F 是一个素滤子且 z /∈ F，由 z ∨ h(x) = 1 ∈ F，可

得 h(x) ∈ F，同理可证 h(y) ∈ F，进而由命题 4.1（5）可得 h(x � y) ∈ F，从

而 F 是模糊限制MTL-代数 (L, h)的模糊限制滤子。
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（5）⇒（1）设 (L, h)是一个模糊限制MTL-代数且 F 是MTL-代数 L上全体

极小素滤子集合。由定理 2.1可得任意MTL-代数都可以视为一簇线性序MTL-代
数 {L/ ∼F |F ∈ F}的次直积按照如下的表示投射

ı : L→ ΠF∈FL/F。

由F中的任意F 都是相应模糊限制MTL-代数 (L, h)的模糊限制滤子，由泛代数可

知商MTL-代数上可自然诱导模糊限制MTL-代数 (L/F, hF )，ı是模糊限制MTL-
代数 (L, h)到一簇模糊限制MTL-代数 {L/ ∼F |F ∈ F}的次直积，因此 (L, h)是

可表示模糊限制MTL-代数。

例 1（2）表明任何一个线性序的MTL-代数，都可以通过赋予恰当的模糊限制
算子成为一个模糊限制MTL-代数，其实也是一个可表示的模糊限制MTL-代数。

定理 4.3. 设 L是一个MTL-代数，则以下结论等价：
（1） (L, h) 是一个可表示的模糊限制 MTL-代数，h 是例 1（2）中模糊限

制算子；

（2） L是一个线性序MTL-代数。

证明.（1）⇒（2）设 (L, h)是一个可表示的模糊限制MTL-代数。∀x, y ∈ L，若 x ≰
y，则 x→ y 6= 1，从而 h(x→ y) = 0，进而由定理 4.2（3），可得 y → x = 1，因

此 y ≤ x。另一方面，若 y ≰ x，则 y → x 6= 1，从而 h(x→ y) = 1，进而由定理

4.2（3），可得 x→ y = 1，因此 x ≤ y。综上可知 L是一个线性序MTL-代数。
（2）⇒（1）设L是一个线性序MTL-代数且 x, y是L中任意两个元。若 x ≤ y，

则 x → y = 1，若 y ≤ x，则 y → x = 1，在这两种情况下都有 h(x → y) ∨ (y →
x) = 1。因此 (L, h)是一个可表示的模糊限制MTL-代数。

作为定理 4.2和 4.3的应用，给出下面注记。

注 3. （1）显然在可表示的模糊限制MTL-代数中，下列等式自然成立

h(x ∧ y) = h(x) ∧ h(y)，h(x ∨ y) = h(x) ∨ h(y)，

并将满足上述两个等式的模糊限制算子称为强模糊限制算子。

（2）例 1（4）中的模糊限制MTL-代数是可表示的，其对应MTL-代数 L并不

是线性序的，这表明定理 4.3中的结论并不适用于所有的模糊限制MTL-代数。
（3）若将定理 4.3（2）改为 L是可表示的MTL-代数，则该定理未必成立。事

实上，确实存在这样的模糊限制 MTL-代数 (L, h)，它不是可表示的，然而相应

的MTL-代数 L是可表示的但并非是线性序的，见例 2。
（4）每一个可表示的MTL-代数都可以嵌入到一个可表示的模糊限制MTL-代

数。事实上，若 L是一个可表示的MTL-代数，则 L与一簇线性序MTL-代数的次
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直积是同构的。由定理 4.3可知，线性MTL-代数都可以提升为一个可表示的模糊
限制MTL-代数。显然全体可表示的模糊限制MTL-代数可以生成一个代数簇，从
而可表示模糊限制MTL-代数的次直积仍然是一个可表示的模糊限制MTL-代数。

一般来说，Fixh(L)未必是MTL-代数 L的子代数。

例 5. 设 L = {0, a, b, 1}其中 0 ≤ a ≤ b ≤ 1，定义二元运算 � 和→为

� 0 a b 1

0 0 0 0 0

a 0 0 0 a

b 0 0 b b

1 0 a b 1

→ 0 a b 1

0 1 1 1 1

a b 1 1 1

b a a 1 1

1 0 a b 1

则 (L,∧,∨,�,→, 0, 1)是一个MTL-代数。定义剩余格 L上一元算子 h : L→ L

h (x) =


0, x = 0

a, x = a, b

1, x = 1

.

则 (L, h)是一个模糊限制MTL-代数且 Fixh(L) = {0, a, 1}并不是L的子代数，这

是因为

a→ 0 = b /∈ Fixh(L)。

下面的定理说明在可表示模糊限制 MTL-代数的基础之上重新定义蕴涵运算
之后，Fixh(L)也能形成一个MTL-代数，这在某种程度上揭示了不动点之集的本质。

定理 4.4. 设 (L, h)是一个可表示的模糊限制MTL-代数，则 (Fixh(L),∧,∨,�,⇝
, 0, 1)是一个MTL-代数，其中，∀x, y ∈ Fixh(L), x⇝ y = h(x→ y)。

证明. 首先证明 (Fixh(L),∧,∨, 0, 1)是一个有界格，其中 0和 1分别是最小元和

最大元。由注 3（1）可知 Fixh(L)关于运算 ∨和 ∧封闭。因此，(Fixh(L),∧,∨)是
一个格，∀x ∈ Fixh(L)，容易验证 x ∨ 1 = 1 和 x ∧ 0 = 0。因此，0 和 1 分别

是 Fixh(L)最小元和最大元。故 (Fixh(L),∧,∨, 0, 1)是一个有界格。
其次，我们证明 (Fixh(L),�, 1)是一个可换含幺半群，其中 1是单位元。由

命题 4.1（5）可知 Fixh(L)关于运算 �封闭，从而 (Fixh(L),�)是一个可换半

群。又 ∀x ∈ Fixh(L)，x� 1 = x，也就是说，1是一个单位元。

其次证明⇝和 �构成伴随对。对 ∀x, y ∈ Fixh(L)，定义

x⇝ y = h(x→ y)。
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只需证明 ∀x, y, z ∈ Fixh(L)，

x� y ≤ z ⇔ y ≤ x⇝ z。

由命题 4.1（6）可得：

h(x) ≤ y ⇔ h(x) ≤ h(y)。

从而 ∀x, y, z ∈ Fixh(L)，

x� y ≤ z ⇔ y ≤ x→ z

⇔ h(y) ≤ x→ z

⇔ h(y) ≤ h(x→ z)

⇔ h(y) ≤ x⇝ z

⇔ y ≤ x⇝ z

最后证明预线性成立。∀x, y ∈ Fixh(L)。由注 3（1）可得：

(x⇝ y) ∨ (y ⇝ x) = h(x→ y) ∨ h(y → x) = 1。

综上可证 (Fixh(L),∧,∨,�,⇝, 0, 1)也是一个MTL-代数。

作为不动点之集的应用，我们引入单模糊限制 MTL-代数并基于上述结论对
其进行刻画。

定义 4.2. 设 (L, h)是一个模糊限制MTL-代数。若 (L, h)只有两个模糊限制滤子：

{1}和 L，则称 (L, h)是一个单模糊限制MTL-代数。

例 6. 例 1（2）中的模糊限制MTL-代数 (L, h)是一个单模糊限制MTL-代数。

定理 4.5. 设 (L, h)是一个可表示的模糊限制MTL-代数，则以下事实等价：
（1）(L, h)是单的，

（2）h(L)是一个单MTL-代数，
（3）h(L) = {0, 1}，
（4）〈1〉h是模糊限制MTL-代数 (L, h)中唯一的一个真模糊限制滤子。

证明.（1）⇒（2）假设 F 是 h(L)的一个模糊限制滤子且 F 6= {1}。欲证 h(L)是

一个单MTL-代数，只需证明 F = h(L)。考虑集合

Ff = {z ∈ L|z ≥ f，存在 f ∈ F}。



18 逻辑学研究 第 19卷第 2期 2026年

若 x, y ∈ Ff，则存在 f1, f2 ∈ F 使得 x ≥ f1，y ≥ f2，从而 x � y ≥ f1 � f2，

因此，x � y ∈ Ff。若 x ∈ Ff 且 x ≤ y，则容易验证 y ∈ Ff。又若 x ∈ Ff，则

存在 f ∈ F 使得 x ≥ f，从而 h(x) ≥ h(f) = f，即 h(f) ∈ Ff。故 Ff 是模糊

限制 MTL-代数 (L, h) 的一个模糊限制滤子。又因为 (L, h) 是一个单 MTL-代数
且 Ff 6= {1}，从而 Ff = L。故 F = µ(L)。

（2）⇒（1）假设 F 是 (L, h)的一个模糊限制滤子，则 F ∩ µ(L)是 h(L)的

一个滤子，从而 F ∩ h(L) = {1} 或 F ∩ h(L) = h(L)。若 F ∩ h(L) = h(L)，

则 h(L) ⊆ F，又由于 0 ∈ h(L)，从而F = L。另一方面，若F∩h(L) = {1}且 x ∈ F，

则 h(x) ∈ F ∩ h(L)，从而 h(x) = 1，又由命题 4.1（2）可知 x = 1。故 F = {1}。
因此，(L, h)是一个单模糊限制MTL-代数。
（2）⇔（3）显然成立。
（1）⇔（4）由定义 4.2可证。

5 次直不可约模糊限制MTL-代数

本节通过模糊限制滤子研究了次直不可约模糊限制 MTL-代数，证明了次直
不可约可表示的模糊限制MTL-代数与线性序模糊限制MTL-代数等价，深入刻画
了模糊限制MTL-代数的次直积分解问题。
首先给出次直不可约模糊限制MTL-代数的定义。

定义 5.1. 一个模糊限制 MTL-代数 (L, h)称为次直不可约的若其有最小的非平凡

的模糊限制同余。

注 4. 若 (L, h) 是一个模糊限制 MTL-代数，则显然可得必然存在一个模糊限制
滤子 F 使得其与最小的非平凡的模糊限制同余相对应，也就是说 F 是模糊限

制MTL-代数的最小模糊限制滤子且 F 6= {1}，可自然可得到一个模糊限制MTL-
代数 (L, h)称为次直不可约的当且仅当其存在一个最小的非平凡模糊限制滤子，即

∩{F ∈ HF [L, h]|F 6= {1}} 6= {1}。

例 7. 例 5中的模糊限制MTL-代数 (L, h)是次直不可约的。

下面将证明次直不可约可表示模糊限制 MTL-代数与线性序模糊限制 MTL-
代数等价。

命题 5.1. 设 (L, h) 是一个次直不可约模糊限制 MTL-代数且 F1, F2 ∈ HF [L, h]。

若 F1 ∩ F2 = {1}，则 F1 = {1}或 F2 = {1}。

证明. 假设 F1 6= {1}且 F2 6= {1}，即，
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F1，F2 ∈ ∩{F ∈ HF [L, h]|F 6= {1}} 6= {1}。

从而

∩{F ∈ HF [L, h]|F 6= {1}} 6= {1} ⊆ F1 ∩ F2。

又由 F1 ∩ F2 = {1}可得：

∩{F ∈ HF [L, h]|F 6= {1}} = {1}，

这与 (L, h)是次直不可约的相矛盾。因此，F1 = {1}或者 F2 = {1}。

定理 5.1. 设 (L, h)是一个模糊限制MTL-代数，则以下事实等价：
（1）(L, h)是一个次直不可约模糊限制MTL-代数，
（2）存在元素 a ∈ L且 a < 1使得 ∀x ∈ L且 x < 1都有 a ∈ 〈x〉h。

证明.（1）⇒（2）假设 (L, h)是一个次直不可约模糊限制MTL-代数，则

∩{〈x〉h|x < 1} 6= {1}。

令

a ∈ ∩{〈x〉h|x < 1}

满足 a 6= 1，则 ∀x ∈ L，x 6= 1，a ∈ 〈x〉h。又由模糊限制滤子的生成方式可得：
存在自然数m ∈ N 使得 a ≥ (h(x))m。显然，a就是所需要的元素。

（2）⇒（1）反之，证明对于任意 F ∈ HF [L, h]且 F 6= {1}，a ∈ F。由 F 6=
{1}可知存在 x ∈ F，x < 1，从而 a ∈ 〈x〉h。又由 a ∈ F 可得：

a ∈ ∩{F ∈ HF [L, h]|F 6= {1}}。

因此

∩{F ∈ HF [L, h]|F 6= {1}} 6= {1}。

故 (L, h)是一个次直不可约模糊限制MTL-代数。

为了刻画次直不可约可表示模糊限制MTL-代数，探究模糊限制滤子相关结论。

命题 5.2. 设 F1, F2和 F 均是模糊限制MTL-代数 (L, h)的模糊限制滤子且 a /∈ F，

则以下结论成立：

（1）〈a〉h = {x ∈ L|x ≥ (h(a))n, n ≥ 1}，
（2）〈F ∪ a〉h = {x ∈ L|x ≥ f � (h(a))n, f ∈ F} = F ∨ [h(a))，

（3）〈F1 ∪ F2〉h = {x ∈ L|x ≥ f1 � f2, f1 ∈ F1, f2 ∈ F2}，
（4）若 a ≤ b，则 〈b〉h ⊆ 〈a〉h，
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（5）〈h(a)〉h = 〈a〉h，
特别地，若 (L, h)是一个可表示的模糊限制MTL-代数，则下列结论成立：
（6）〈a〉h ∨ 〈b〉h = 〈a ∧ b〉h = 〈a� b〉h，
（7）〈a〉h ∩ 〈b〉h = 〈h(a) ∨ h(b)〉h。

证明.（1）–（5）显然成立，证明略。
（6）由 a� b ≤ a ∧ b ≤ a, b可得：

〈a〉h，〈b〉h ⊆ 〈a ∧ b〉h ⊆ 〈a� b〉h，

从而

〈a〉h ∨ 〈b〉h ⊆ 〈a ∧ b〉h ⊆ 〈a� b〉h。

另一方面，若 x ∈ 〈a� b〉h，则存在某个自然数 n ≥ 1使得

x ≥ (h(a� b))n ≥ (h(a)� h(b))n = (h(a))n � (h(b))n。

故 x ∈ 〈a〉h ∨ 〈b〉h，从而

〈a� b〉h ⊆ 〈a〉h ∨ 〈b〉h。

因此，〈a〉h ∨ 〈b〉h = 〈a ∧ b〉h = 〈a� b〉h。
（7）由 h(a) ≤ h(a) ∨ h(b)可得：

〈h(a) ∨ h(b)〉h ⊆ 〈h(a)〉h = 〈a〉h。

类似可证：

〈h(a) ∨ h(b)〉h ⊆ 〈h(b)〉h = 〈b〉h。

从而

〈h(a) ∨ h(b)〉h ⊆ 〈a〉µ ∩ 〈b〉h。

另一方面若

t ∈ 〈a〉h ∩ 〈b〉h，

则存在某个自然数 n,m ≥ 1使得

t ≥ (h(a))m，t ≥ (h(b))n，

从而

t ≥ (h(a))m ∨ (h(b))n ≥ (h(a) ∨ h(b))mn = (h(a ∨ b))mn。

故
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t ∈ 〈h(a) ∨ h(b)〉h，

即

〈a〉h ∩ 〈b〉h ⊆ 〈h(a) ∨ h(b)〉h。

因此，〈a〉h ∩ 〈b〉h = 〈h(a) ∨ h(b)〉h。

一个非单位元 a 称为一个余原子，若 a ≤ b，则 b ∈ {a, 1}，即 b = a 或

者 b = 1。下面的命题说明了每个次直不可约可表示的模糊限制MTL-代数至多有
一个余原子。

命题 5.3. 设 (L, h) 是一个次直不可约可表示的模糊限制 MTL-代数。∀x, y ∈ L，

若 x ∨ y = 1，则 x = 1或 y = 1。

证明. ∀x, y ∈ L，若 x ∨ y = 1，由命题 5.2（7）可得：

〈x〉h ∩ 〈y〉h = 〈h(x) ∨ h(y)〉h = 〈h(x ∨ y)〉h = 〈1〉h = {1}。

又由命题 5.1可得：
〈x〉h = {1}或者 〈y〉h = {1}。

故 x = 1或者 y = 1。

下面定理说明了每一个次直不可约可表示的模糊限制MTL-代数是线性序的。

定理 5.2. 设 (L, h)是一个可表示的模糊限制MTL-代数，则以下事实等价：
（1）(L, h)是次直不可约的，

（2）(L, h)是一个线性序模糊限制MTL-代数。

证明.（1）⇒（2）假设 (L, h)是一个次直不可约可表示的模糊限制MTL-代数。由
定义可得：∀x, y ∈ L，

(x→ y) ∨ (y → x) = 1。

又由命题 5.3可得：

x→ y = 1或 y → x = 1。

即

x ≤ y或 y ≤ x。

故 (L, h)是一个线性序模糊限制MTL-代数。
（2）⇒（1）假设 (L, h)是一个线性序模糊限制MTL-代数且 F 是它的一个模

糊限制滤子满足 F 6= {1}，则存在唯一的对偶原子 a使得 a ∈ F。由 F 选择任意

性可得：
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a ∈ ∩{F ∈MF [L, h]|F 6= {1}}。

因此，

∩{F ∈MF [L, h]|F 6= {1}} 6= {1}。

故 (L, h)是一个次直不可约可表示的模糊限制MTL-代数。

由泛代数的理论可知，每一个可表示的模糊限制MTL-代数都可以表示成为一
簇次直不可约模糊限制MTL-代数的直积，在此基础上通过定理 5.2可得下面推论。

推论 3. 可表示的模糊限制MTL-代数簇可由线性序模糊限制MTL-代数确定。

6 结束语

现有文献对于基于三角模的模糊逻辑中模糊限制语的研究主要聚焦在逻辑推

理方面，对其相应代数语义系统性质和结构的研究很少，这导致基于三角模的模

糊逻辑中模糊限制语公理系统的完备性目前仍然没有得到彻底解决。本文以逻辑

系统MTLvt为主要研究对象，借助代数逻辑的研究方法，建立其对应代数语义系

统模糊限制MTL-代数，刻画模糊限制MTL-代数的次直积表示定理，同时解决了
逻辑系统 MTLvt 的完备性问题，为实现了基于三角模的模糊逻辑中模糊限制语

代数语义和逻辑推理的和谐统一奠定了基础。

本文的主要研究工作就是解决了逻辑系统 MTLvt 的一般完备性和链完备性，

即证明了相应逻辑系统关于模糊限制 MTL-代数簇和线性序模糊限制剩余格簇是
完备的，如何将本文的结论进行深入化推广，证明逻辑系统MTLvt及其公理化扩

张的标准完备性，即相应逻辑系统关于标准单位区间 [0,1]上模糊限制MTL-代数
簇及其子簇完备，而这个问题的解决主要依赖于模糊限制 MTL-代数格序群表示
问题的解决，是一个富有挑战性的问题。
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A Logical Study of Hedges:
Semantic Models and Completeness

Juntao Wang Mei Wang Pengfei He

Abstract

In this paper, we introduce the algebraic semantics of hedges in monoidal triangu-
lar norms based logicMTL, the resulting class of algebras called hedge MTL-algebras,
and provide the necessary and sufficient condition for the logicMTLvt to be semilinear,
and then prove the chain completeness of this logic. Moreover, we investigate some of
their basic algebraic properties of hedge MTL-algebras, and give some characterizations
of representable hedge MTL-algebras, and completely solve the problem of subdirect
product decomposition of hedge MTL-algebras, which actually provide algebraic foun-
dations for theminimum semilinear extension ofMTLvt。Finally, studying subdirectly ir-
reducible hedgeMTL-algebras and characterizing them by using of co-atom, proving the
subdirectly irreducible hedge MTL-algebras and linearly ordered hedge MTL-algebras
are equivalent.
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