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独知逻辑与秘密逻辑

熊作军

摘 要：“独知”即仅为某一个体所知，它是该个体秘密地知道（某一命题）的必要条

件。本文在知识逻辑的基础上讨论了“独知”模态及其公理系统，并进一步对秘密逻辑

系统进行了扩展，构造了基于 S5系统的独知逻辑与 S4系统的纯秘密逻辑。在独知逻
辑方面，揭示了其在“无穷主体集”下的非紧致性，并给出了可靠且强完全的“无穷证

明系统”。在秘密逻辑方面，对单主体的纯秘密逻辑系统（不含知道算子）ICST进行了
扩展，引入了正自省公理（4公理），得到了 ICST4系统，并通过标准模型与翻译证明
了其在自反传递的克里普克模型上的完全性问题。最后，本文对独知逻辑与秘密逻辑

的相关研究方向进行了讨论。
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1 引言

自己“独知”（exclusive knowing）即仅为自己所知，自己的秘密（secret）则
是自己知道自己独知的信息。秘密信息包含于独知信息之中，知道某信息为自己

独知时，则该信息就成为了自己的秘密。在社会生活中，“个人隐私”、“商业

机密”等都可以看作是特定个体或群体的秘密信息，对独知逻辑与秘密逻辑的研

究，有助于我们把握与理解“隐私”、“机密”等在交流互动中呈现出的逻辑规律。

国内外学者对涉及“秘密”这一概念的逻辑研究主要分为两类。一类是将（类似

于）“秘密”的概念作为逻辑系统的原子命题（atoms）或概念展开的研究，另一
类是将“秘密”作为逻辑语言中的模态算子进行的研究。

在“秘密”作为原子命题或概念使用的研究中，主要有如下这些工作。比如H.
van Ditmarsch等讨论了关于“流言”（gossip）的逻辑研究，具体分析讨论了流言或
秘密等原子命题在不同的传播协议（protocol）下所具有的逻辑特征。（[14]）S. M.
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More和 P. Naumov则是对作为原子命题的秘密在不同的网络结构中的独立性问题
做了探讨。（[9, 10]）J. Fan等从认知逻辑的角度，分析讨论了不同的认知情境，尤
其是关于认知模糊性的讨论也涉及到了“知”（knowledge）与“未知”（ignorance）
间的相互关系，以及由此推导出的主体间的认知互动问题，但并未确切地谈论具

有秘密特征的“知识”所呈现的逻辑特性。（[7]）李延军则是从动态逻辑（Dynamic
Logic）的角度讨论了一种相对于公开宣告而言的“秘密宣告”，将秘密看做一种
宣告动作的特点，着重讨论的是在秘密宣告下群体信念状态的变化问题等。（[17]）
对于“秘密”作为模态算子的逻辑研究正逐渐受到关注。张玉志在其博士论文

（[19]）中给出了能表达“秘密信息”的一种特殊的模态算子（S），但这一算子在逻
辑形式上是不能叠加的，因而不能谈论“某人的秘密”这一个命题是否是他人的秘

密的问题，并且由于这一秘密算子 S只是定义在认知逻辑（Epistemic Logic）（[5]）
中的“知道算子K”上的，因而未能展示出“秘密”所特有的（不为知识或信念

所具有的）逻辑特性。进一步，熊作军与张玉志从模态逻辑（Modal Logic）的语
义角度分析探讨了秘密与知识（knowledge）、信念（belief）之间所具有的相互关
系。（[18]）如秘密具有认知逻辑中定义的“真值性”（truth）与“正自省性”（positive
introspection），但不具有“负自省性”（negative introspection），并其给出了关于
“秘密逻辑”的公理化系统的猜想。熊作军和张玉志介绍了认知逻辑视域下秘密

知识（secret knowledge）的逻辑分析，其将秘密知识解释为一种“只为自己所知，
且自己知道别人不知”的信息。（[18]）比如，称命题 φ为 a的秘密，即指“a知

道 φ，且 a知道其他主体都不知道 φ”。1 Z. Xiong和 T. Ågotnes则进一步给出了极
小秘密知识逻辑系统 ICS与自反的秘密知识逻辑系统 ICST的完全性。（[16]）A.
Aldini等则使用“知识（K）、信念（B）以及意向（I）”等模态算子从“主体 a有

意对主体 b掩藏信息 φ”（Sa,bφ）的角度讨论了“保密推理”，通过分别给出这三

类模态算子的关系语义解释构建了其逻辑模型，讨论了相关推理规则与公理，但

这一语言主要围绕“意向”来定义秘密，且缺乏公理系统完全性的证明。（[2]）
本文基于对张玉志（[19]）、熊作军和张玉志（[18]）以及 Z. Xiong和 T. Ågotnes

（[16]）中秘密逻辑的讨论，在第 2节进一步审视秘密模态的语义，指出秘密信息
中不同层级的理解，由此提炼出“独知”模态，以便更细致地刻画“秘密”。据此，

文章将给出“独知逻辑”（Exclusive Knowing Logic）的模型与公理系统 S5O，揭示
其在“无穷主体集”下的非紧致性，并给出了其在无穷证明系统上的强完全性。为

了探求纯秘密逻辑系统的扩展问题，在第 3节对 Z. Xiong和 T. Ågotnes（[16]）中
介绍的单主体视角下纯秘密逻辑（不含知道算子）系统进行了扩展，证明 ICST4
的完全性问题。最后在第 4节进行了总结，对独知逻辑与秘密逻辑的相关扩展进
行了讨论。

1张玉志则将命题 φ为 a的秘密解释为“a知道 φ，且其他主体都不知道 φ”。（[19]）
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2 “独知”的逻辑系统

[16, 18, 19]中的秘密逻辑分析的带有秘密信息的命题都是不含主体信息，或
者说主体信息是认知主体本身的命题。如“小王的银行卡密码是 1234”、“百元人
民币上印有一只猫”都是小王的秘密等。考虑这样一个情形（假设小张知道小王

只有一张银行卡）：

例 1 (银行卡密码). 小王在自动取款机上设置银行卡密码，只有小张站在小王身后，
他看见了小王设置的密码为 1234，但小王并不知道小张看见了自己设置的密码。

在已有的秘密逻辑中，我们可以从上述例子中得到“小王的银行卡密码是

1234”既不是小张的秘密（因为小王知道这个命题），也不是小王的秘密（因为小
张知道这个命题）。但“小张知道小王的银行卡密码是 1234”是小张的秘密，因为
这一命题并不为他人所知（小王并不知道小张知道自己的银行卡密码是 1234，且
没有其他人知道）。因而，虽然不能在“原子命题”层面上说“小王的银行卡密码

是 1234”是小张的秘密，但是可以在“认知命题”层面上说“小张知道小王的银
行卡密码是 1234”是小张的秘密。这一点也很好地反映了“小张知道 p”是小张

的秘密，并不意味着“p是小张的秘密”为真，即 SaKaφ→ Saφ不是有效式，但

纯秘密逻辑系统并不能区分“命题本身的秘密”与“关于命题认知的秘密”。

重新审视“秘密信息”模态的语义定义，在自然语言上“主体 a秘密地知道

命题 φ”至少有两种理解：

1. Saφ：命题 φ为主体 a所知，且他知道其他人都不知道命题 φ（即 a独知 φ

且知道自己独知 φ）；

2. SaKaφ：命题Kaφ为主体 a所知，且他知道其他人都不知道Kaφ（但其他

人可能知道命题 φ）。

而 [16, 18]中将“主体 a秘密地知道命题 φ”定义为

Kaφ ∧Ka

∧
b ̸=a

¬Kbφ (1)

其对应的是第 1种理解。第 2种理解与第 1种的不同之处在于只要求其他人
不知道Kaφ，而非 φ。这意味着，秘密模态可以看成是内嵌“独知”模态的复合

模态。“独知信息”是“秘密信息”的必要条件，引入“独知”模态，有助于区分

与表达“φ是 a的秘密”与“a秘密地知道 φ”这两种不同层级的秘密概念。据此，

我们以知识逻辑的语义为基础，给出一个新的模态公式 Oaφ（只有主体 a知道命

题 φ）的解释如下：2

Kaφ ∧
∧
b ̸=a

¬Kbφ (2)

2该形式定义在 φ为布尔命题时即是 [19]中对秘密的解释，即该文献中介绍的“秘密”模态实际上是“独知”
模态。
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(2)式与秘密的定义（(1)式）的唯一区别在于我们删掉了第二个Ka算子。即

Oaφ为真，并不意味着主体 a知道其他人不知道命题 φ，仅仅是描述命题 φ为主

体 a所“独知”。而主体 a秘密地知道命题 φ的两种不同解释就可分别表达为 Saφ

与KaOaφ逻辑等价，或 SaKaφ与KaOaKaφ逻辑等价。比如用 p表示“百元人

民币上印有一只猫”，KaOap则表示主体 a知道只有自己知道“百元人民币上印

有一只猫”而别人都不知道这个命题，故 p是主体 a的秘密。而 KaOaKap则表

示主体 a知道只有自己知道“百元人民币上印有一只猫”而别人都不知道主体 a

知道这个命题，故Kap是主体 a的秘密（p并不一定是主体 a的秘密，完全可以

有其他人也知道 p）。

2.1 语言与语义

为了更好地表达出这种秘密信息的不同层次，我们使用独知模态对知识逻辑

的语言扩展如下。给定非空原子命题字母集 Prop与非空主体集 Agt，独知逻辑的
公式 φ ∈ LKO 定义如下：

φ ::= p | ¬φ | (φ ∧ φ) | Kaφ | Oaφ

其中 p ∈ Prop为原子命题，a ∈ Agt为主体。Kaφ表示主体 a知道 φ，而Oaφ

表示“只有主体 a知道 φ”。进一步，Saφ则是对 KaOaφ的简写。
3当 a ̸= b时，

根据知识模态的自反性，“主体 a知道只有主体 b知道 φ”这样的语句是恒假的，

在模型上即KaObφ是不可满足的。同理，再接受知道算子具有正自省性时（即 4
公理），OaKbφ也是不可满足的，根据 4公理，从Kbφ有KbKbφ，从而不仅仅只

有KaKbφ，故“只有主体 a知道主体 b知道 φ”也是恒假的。这一特点也可以看

成是对日常生活中使用“秘密”模态的一种规范。

定义 2.1 (语义). 任给M = (W,∼, V )为 S5模型，φ ∈ LKO 且 w ∈W。称 φ在 w

上为真，记作M,w |= φ，归纳定义如下：

M,w |= p 当且仅当 w ∈ V (p)。

M,w |= ¬φ 当且仅当 M,w ̸|= φ。

M,w |= (φ ∧ ψ) 当且仅当 M,w |= φ且M,w |= ψ。

M,w |= Kaφ 当且仅当 对任意 u ∈W，w ∼a u蕴涵M,u |= φ。

M,w |= Oaφ 当且仅当 对任意 u ∈W，w ∼a u蕴涵M,u |= φ且

对任意 b ̸= a有 v ∈W，w ∼b v且M, v |= ¬φ。

命题 2.1 (独知的意义). 根据独知模态的语义解释，当 |Agt| ≥ 2时，不难验证如下

表达式：

(i) |= Oaφ→ (Kaφ ∧ ¬Kbφ)其中 b ̸= a。（“独知不共享”）

3从这个意义上看，多主体秘密逻辑语言是独知逻辑语言的一个子集。
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w1 : p w2 : pw3 :
ab

M1

w1 : p w2 : p w3 :w4 : p
a bb

M2

图 1: 模型M1 与M2，其中 ∼关系用带标签的线段标注（自反关系省略），可能
世界标注在“:”前，原子命题赋值标注在“:”后。

(ii) 从 |= φ，可知 |= ¬Oaφ。（“真理不独知”）

命题 2.2 (独知与自省). ̸|= Oaφ→ OaOaφ；̸|= ¬Oaφ→ Oa¬Oaφ

证明. 给定 Agt = {a, b}，令模型M1 与M2 定义如图1。可知，M1, w2 |= ¬Oap，
故易见 M1, w1 |= Oap ∧ ¬OaOap。而从 M2, w2 |= Oap 易知 M2, w1 |= ¬Oap ∧
¬Oa¬Oap。

命题 2.3. ̸|= Oa(φ ∧ ψ) → Oaφ。

证明. 给定 Agt = {a, b}，令M = (W,∼, V )其中W = {w1, w2}，∼a= {(w,w) |
w ∈ W}，∼b= W × W 且 V (p) = {w1, w2}；V (q) = {w1}。显然有 M,w1 |=
Oa(p ∧ q)但M,w1 |= ¬Oap。

命题 2.4. |= (Oaφ ∧Oaψ) → Oa(φ ∧ ψ)。

证明. 根据语义定义可知。

命题 2.5 (独知单调性). |= Oaφ→ OaKaφ但 ̸|= OaKaφ→ Oaφ。

证明. 任给点模型 M,w 使得 M,w |= Oaφ。欲证 M,w |= OaKaφ，先证 (1) 任
意 u ∈ W 若 w ∼a u 则有 M,u |= Kaφ。由 M,w |= Oaφ，据命题2.1(i) 有
M,w |= Kaφ，再根据 4 公理有 M,w |= KaKaφ，故有 (1) 得证。再证 (2) 对任
意 b ̸= a 有 w ∼b v 且 M, v |= ¬Kaφ。任取 b ̸= a，根据 M,w |= Oaφ，有

M,w |= ¬Kbφ，即有 w ∼b v 使得 M, v |= ¬φ，故而根据 T 公理的逆定理，有
M, v |= ¬Kaφ。故 (2)得证。综合 (1)与 (2)可知，M,w |= OaKaφ。

给定 Agt = {a, b}，令M = (W,∼, V )定义如下图（相关约定如图1）。

w1 : p w2 : p w3 :
b a

M

从M,w1 |= Kap∧Kbp可知M,w1 |= ¬Oap。但从M,w2 |= ¬Kap，M,w1 |= Kap

与 w1 ∼b w2可知M,w1 |= OaKap。故有 ̸|= OaKaφ→ Oaφ。

利用Ka算子的分配性，则有如下关于秘密信息的推论。
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推论 1 (秘密的层级). |= KaOaφ→ KaOaKaφ（命题信息秘密是知识信息秘密）。4

当 Agt = {a1, · · · , an}为基数大于 1的有穷主体集时，独知模态可以由如下

公式定义：

Oaφ↔ (Kaφ ∧
∧

b ̸=a∈Agt

¬Kbφ) (3)

公式(3)可看成是独知算子 O对知识算子K的归约，称作 O公理（其可靠性可由
语义定义直接推出）。则有 S5 + O为基于 S5知识逻辑的独知逻辑公理系统（在
S5系统中添加归约公理 O）。5但当 Agt为无穷集时，则独知逻辑不具有紧致性。

命题 2.6 (非紧致性). 给定 Agt为无穷集。则独知逻辑语言是不紧致的。

证明. 令 ∆ = {¬Oap,Kap} ∪ {¬Kbp | b ∈ Agt, b ̸= a}，易见 ∆ ⊬ ⊥但 ∆是不可

满足的；换言之，任意 ∆的有穷子集是可满足的，但 ∆本身不可满足。

由此可知，给定 Agt为无穷集时，在有穷证明系统中，独知逻辑是没有强完
全性的。类似地，在有穷证明系统中，当 Agt为无穷集合时，由独知逻辑定义的秘
密逻辑也是非紧致的，因而也不具有强完全性。如∆ = {¬Sap,Kap}∪{Ka¬Kbp |
b ∈ Agt, b ̸= a}时，可知 ∆是一致的，但不可满足。

在基本知识逻辑如 S5 逻辑中，主体集 Agt 不影响其公理系统。在实际应用
中，主体集 Agt往往都是有穷集，因而讨论“独知”只需要运用“知识逻辑”即
可。但我们已经看到，当讨论的主体集 Agt为无穷集时，独知逻辑是不能化归为
知识逻辑的，其公理系统需要进一步研究。我们将在下文中构造可靠且强完全的

无穷公理系统。

2.2 无穷公理系统

独知逻辑的无穷公理系统 S5O与 [15]中的公理系统的定义思路类似，详细定
义见图 2，但我们省略其涉及的“必然形式”（necessity form）。6K公理Ka(φ→ ψ) →
(Kaφ → Kaψ)可以由图 2中Nk、MP和导出规则DT推出。S5O可靠性与完全性
定义如常：任给 LKO 的公式集 Γ与公式 φ，S5O是可靠的即指：从 Γ ⊢ω φ，有
Γ |= φ；其（强）完全性则是指：从 Γ |= φ可推出 Γ ⊢ω φ。值得注意的是，我们
对 MP规则做了适当增强以便在后续证明中使用。无穷规则DeR的自然直观是当

4a知道 φ是自己的秘密，则 a也知道Kaφ是自己的秘密；反之则不成立。
5由此可知，当主体集为大于 1的有穷集时，知识逻辑与独知逻辑有着相同的表达力。
6因 [15]中的语言包含动态算子，其涉及无穷前提的 DiA规则需要加强以保证在“必然形式”中每一处的出现

都可以进行代入。在随机公开宣告逻辑（APAL）中也有“必然形式”的设定，参见 [3]。而本文这里是静态语言，
类似于“必然形式”上的代入仅涉及“蕴含式的后件”与“K”模态引导的公式，是可由DeR规则、Rt规则与T公
理在系统中推导的。
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(PC) 所有命题逻辑重言式例示

(T) Kaφ→ φ

(4) Kaφ→ KaKaφ

(5) ¬Kaφ→ Ka¬Kaφ

(Od) Oaφ→ (Kaφ ∧ ¬Kbφ)

(Ax) ⊢ω φ其中 φ是左侧的公理

(DeR) {¬Kbφ | b ∈ Agt, b ̸= a} ⊢ωKaφ→ Oaφ

(MP) {φ,φ→ ψ} ⊢ω ψ
(Nk) 从 Γ ⊢ω φ推出KaΓ ⊢ωKaφ

(W) 从 Γ ⊢ω φ推出 Γ ∪∆ ⊢ω φ
(Cut) 从 Γ ⊢ω∆与 Γ ∪∆ ⊢ω φ推出 Γ ⊢ω φ

图 2: 独知逻辑的无穷公理系统 S5O，⊢ω是对 ⊢ω S5O的简写，其中 ⊢ω φ是∅ ⊢ω φ
的简写，KaΓ = {Kaψ | ψ ∈ Γ}，当 Γ = ∅时，KaΓ = ∅。Γ ⊢ω∆是指 Γ可推出

∆中的所有公式，即对任意的 δ ∈ ∆，有 Γ ⊢ω δ。

我们有 ¬Kbφ这一表达式对任意 b ̸= a都成立时，可推出Kaφ→ Oaφ也成立，其

可靠性由“独知”的语义解释保证，其余公理与规则的可靠性是显然的。

独知逻辑典范模型定义与基本模态逻辑的类似（[11]，第 4章），为了后续证
明自洽，定义如下。

定义 2.2 (典范模型). 称M c = (W c,∼c, V c)是独知逻辑的典范模型，即指：

• W c是所有极大 ⊢ω 一致集的集合。
• 对任意的 a ∈ Agt任给∆,Γ ∈W c，有∆ ∼c

a Γ当且仅当对任意的Kaφ ∈ ∆，

有 φ ∈ Γ。

• 对任意的 p ∈ Prop，任意的 ∆ ∈W c：∆ ∈ V c(p)当且仅当 p ∈ ∆。

下列命题是我们证明存在引理（引理 2.3）的关键。

命题 2.7. 任给集合 ∆以及 a ∈ Agt，若 {ψ | Kaψ ∈ ∆} ⊢ω φ，则 ∆ ⊢ωKaφ。

证明. 令 {ψ | Kaψ ∈ ∆} ⊢ω φ，根据 Nk，有：

Ka{ψ | Kaψ ∈ ∆} ⊢ωKaφ

根据定义，由于Ka{ψ | Kaψ ∈ ∆} = {Kaψ | Kaψ ∈ ∆} ⊆ ∆，重复使用Mo，则
有 ∆ ⊢ωKa{ψ | Kaψ ∈ ∆}。最后根据W、Cut，可得 ∆ ⊢ωKaφ。

为了进一步简化证明，我们使用到了图 3中的导出规则，具体的推导过程可
参见 [15]，引理 10。

引理 2.1 (导出规则). 图3中的所有表达式都成立。

至此，我们可以证明独知逻辑的 Lindenbaum引理，其证明策略与 [15, 引理
12] 中的一样，但由于无穷规则的不同，具体证明细节是不同的。该证明的简要
思路是通过保证每一DeR-式都包含有“见证”公式来构造一致集，然后通过证明
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(Mo) Γ ∪ {φ} ⊢ω φ
(Imp) 从 Γ ⊢ω φ和 Γ ⊢ω φ→ ψ，推出 Γ ⊢ω ψ
(Rt) 从 Γ ⊢ω φ→ ψ推出 Γ ∪ {φ} ⊢ω ψ
(DT) 从 Γ ∪ {φ} ⊢ω ψ推出 Γ ⊢ω φ→ ψ

(Raa) 从 Γ ∪ {φ} ⊢ω ⊥推出 Γ ⊢ω ¬φ
(Con) 从 Γ ⊢ω φ ∧ ψ推出 Γ ⊢ω φ和 Γ ⊢ω ψ

图 3: 独知逻辑的无穷公理系统 S5O的部分导出规则。

“无穷证明的单调闭包性”（见(4)）来完成从“任意 Γi是一致的”向“
∪
i∈N Γi也

一致”的证明。

引理 2.2 (Lindenbaum引理). 任给一个独知逻辑的一致公式集 Γ，存在一个极大一

致的公式集 Γ′使得 Γ ⊆ Γ′。

证明. 回顾DeR规则，使用Rt规则可转化为DeR变形规则：{¬Kbφ | b ∈ Agt, b ̸=
a}∪{Kaφ} ⊢ω Oaφ。称形如Oaφ的公式为DeR-式，而 (Kaφ∧¬Kbφ)则为DeR-见
证。给定 Γ为一致的公式集以及 ψ1, ψ2, · · · 为独知逻辑 LKO 所有公式的一个序
列。Γ′ ⊇ Γ归纳定义如下：

• Γ0 = Γ

• Γi+1 =


Γi ∪ {ψi+1} 若 Γi ⊢ω ψi+1

Γi ∪ {¬ψi+1} 若 Γi ̸ ⊢ω ψi+1且 ψi+1不是DeR-式
Γi ∪ {¬ψi+1,¬ψi+1(b)} 若 Γi ̸ ⊢ω ψi+1且 ψi+1 = Oaφ,

ψi+1(b) = Kaφ ∧ ¬Kbφ且 Γi ̸ ⊢ω ψi+1(b), b ̸= a ∈ Agt
• Γ′ =

∪
i∈N Γi

Γ′的极大性可从其构造中得出；对于 ψi+1是形如DeR-式的 Oaφ时，我们可以通

过DeR规则保证至少有一个 b ̸= a的DeR-见证使得 Γi ̸ ⊢ωKaφ ∧ ¬Kbφ，否则有

Γi ⊢ω ψi+1，与扩张条件矛盾。现在，我们证明 Γi 是 ⊢ω 一致的。施归纳于 i。根

据前提，Γ0 = Γ 是一致的。假设 Γj 是一致的，现证明 Γj+1 也是一致的。考虑

其生成的三种情况：（C1）当 Γj+1 = Γj ∪ {ψj+1} 时，根据其生成条件，显然
其是一致的。（C2）当 Γj+1 = Γj ∪ {¬ψj+1} 时，若 Γj ∪ {¬ψj+1} ⊢ω ⊥，则根
据Raa规则有 Γj ⊢ω ψj+1，与条件矛盾。（C3）当 Γj+1 = Γj ∪{¬ψj+1,¬ψj+1(b)}其
中 ψj+1 是DeR-式的 Oaφ且有 b ̸= a使得 ψj+1(b) = Kaφ ∧ ¬Kbφ是其DeR-见证。
假设 Γj ∪ {¬ψj+1,¬ψj+1(b)} ⊢ω ⊥，据Raa规则有 (i) Γj ∪ {¬ψj+1(b)} ⊢ω ψj+1，即

Γj ∪{¬ψj+1(b)} ⊢ω Oaφ，再根据W规则与 Od公理，有 Γj ∪{¬ψj+1(b)} ⊢ω Oaφ→
(Kaφ∧¬Kbφ)，即有 (ii)Γj ∪{¬ψj+1(b)} ⊢ω ψj+1 → ψj+1(b)，再根据MT有 (ii) Γj ∪
{ψj+1,¬ψj+1(b)} ⊢ω ψj+1(b)，再根据 (i)使用Cut规则，有Γj∪{¬ψj+1(b)} ⊢ω ψj+1(b)。
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根据DT规则有Γj ⊢ω ¬ψj+1(b) → ψj+1(b)。再根据Ax公理中的命题逻辑公理和W规
则，有 Γj ⊢ω (¬ψj+1(b) → ψj+1(b)) → ψj+i(b)。再根据Imp规则有 Γj ⊢ω ψj+1(b)与

条件中的 Γj ̸ ⊢ω ψj+1(b)矛盾。综合三种情况，得证 Γj 是一致的，即对任意 i ∈ N：
Γi都是一致的。欲证 Γ′是一致的，先证明：7对任意独知逻辑公式集 Γ′′与公式 φ

使得 Γ′′ ⊢ω φ，有
若 Γ′′ ⊆ Γ′，则 φ ∈ Γ′。 (4)

证明思路是对 Γ′′ ⊢ω φ的情况的进行归纳，DeR规则的证明类似于 [15,引理 12]中
DiA的证明，其余的则可参见 [1]。从(4)可知，当 Γ′′ = Γ′以及 φ = ⊥时，有 Γ′是

不一致时（Γ′ ⊢ω ⊥）推出⊥ ∈ Γ′，根据 Γ′的构造，即有 j ∈ N使得⊥ ∈ Γj，这与

Γj 是一致的相矛盾。故 Γ′的一致性得证。综合可知，Γ′是极大 ⊢ω 一致集。

引理 2.3 (存在引理). 任给极大 ⊢ω 一致集合 ∆，若 Oaφ ∈ ∆，则有

(C1) 对任意的极大 ⊢ω 一致集合 Γ，若 ∆ ∼c
a Γ，则 φ ∈ Γ；且

(C2) 对任意的 b ̸= a ∈ Agt，存在极大 ⊢ω 一致集合 Γ′使得 ∆ ∼c
b Γ

′且 ¬φ ∈ Γ′。

证明. (C1)可从典范关系 ∼c
a的定义与Od公理中得出。现证明 (C2)。任给 b ̸= a ∈

Agt，令 Γ′′ = {ψ | Kbψ ∈ ∆} ∪ {¬φ}。先证 Γ′′ 的 ⊢ω 一致性。使用反证法。
若 Γ′′ ⊢ω ⊥，则根据DT规则，有 {ψ | Kbψ ∈ ∆} ⊢ω ¬φ → ⊥，据Raa规则，则有
{ψ | Kbψ ∈ ∆} ⊢ω ¬¬φ，易得 {ψ | Kbψ ∈ ∆} ⊢ω φ。根据命题2.7可知（a）∆ ⊢ωKbφ。

再根据 ∆ ⊢ω Oaφ，b ̸= a以及Od公理和W规则，有 ∆ ⊢ω Oaφ → (Kaφ ∧ ¬Kbφ)，

据Imp则有∆ ⊢ω (Kaφ ∧ ¬Kbφ)，根据Con规则，∆ ⊢ω ¬Kbφ，与（a）知∆是 ⊢ω
不一致的，与假设矛盾。故 Γ′′是 ⊢ω 一致的，根据引理2.2，有极大 ⊢ω 一致集 Γ′

使得 Γ′′ ⊆ Γ′且有 ∆ ∼b
c Γ

′，¬φ ∈ Γ′。

引理 2.4 (真值引理). 给定独知逻辑的典范模型M c，且 Γ为极大 ⊢ω 一致集，φ ∈
LKO 为任意公式，则有：M c,Γ |= φ当且仅当 φ ∈ Γ。

证明. 施归纳于 φ的结构。φ为原子公式时，由典范模型的定义易证；φ为布尔公

式时，可通过归纳假设 I.H.得证；φ = Kaψ 时，证明策略与基本认知逻辑类似。

这里仅讨论 φ = Oaψ的情况。

（⇒）令M c,Γ |= Oaψ，根据语义定义，对任意极大 ⊢ω一致集∆，若 Γ ∼c
a ∆，

则 M c,∆ |= ψ，且对任意 b ̸= a ∈ Agt，有极大 ⊢ω 一致集 Ω 使得 Γ ∼c
b Ω 且

M c,Ω |= ¬ψ。再根据归纳假设 I.H.有：对任意极大 ⊢ω一致集∆，若 Γ ∼c
a ∆，则

ψ ∈ ∆，且对任意 b ̸= a ∈ Agt，有极大 ⊢ω一致集 Ω使得 Γ ∼c
b Ω且 ¬ψ ∈ Ω。根据

典范关系定义，则有Kaψ ∈ Γ且对任意 b ̸= a ∈ Agt，有 ¬Kaψ ∈ Γ；故据DeR规
则，有 Oaψ ∈ Γ。

7无穷证明系统中不能从任意有穷子集一致推得集合本身一致，故需要新方法以证明集合本身的一致性。
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（⇐）令 Oaψ ∈ Γ，根据典范关系定义与引理2.3有：对任意极大 ⊢ω 一致集
∆，若 Γ ∼c

a ∆，则 ψ ∈ ∆，且对任意 b ̸= a ∈ Agt，有极大 ⊢ω 一致集 Ω 使得

Γ ∼c
b Ω且 ¬ψ ∈ Ω；再据归纳假设 I.H.有：对任意极大 ⊢ω 一致集∆，若 Γ ∼c

a ∆，

则 M c,∆ |= ψ，且对任意 b ̸= a ∈ Agt，有极大 ⊢ω 一致集 Ω 使得 Γ ∼c
b Ω 且

M c,Ω |= ¬ψ；结合语义定义，有M c,Γ |= Oaψ。

定理 2.5 (强完全性). 任给公式集 Γ与公式 φ ∈ LKO，若 Γ |= φ，则 Γ ⊢ω φ。

证明. 证其逆否命题。令 Γ ̸ ⊢ω φ。若 Γ∪{¬φ}是 ⊢ω不一致的，则 Γ∪{¬φ} ⊢ω ⊥，
据DT规则有 Γ ⊢ω ¬φ → ⊥，再根据Ax中的PC公理 ⊢ω (¬φ → ⊥) → φ、W规则
与Imp规则，则有 Γ ⊢ω φ，与假设 Γ ̸ ⊢ω φ矛盾，故 Γ∪{¬φ}是 ⊢ω一致的。进而根
据引理2.2，有极大 ⊢ω一致集 Γ′使得 Γ∪{¬φ} ⊆ Γ′，从而根据引理2.4和 ¬φ ∈ Γ′

有M c,Γ′ |= ¬φ，即有 Γ′ ̸|= φ。

至此，我们给出了基于知识逻辑的独知逻辑的可靠且完全的无穷公理系统。

借助于知识算子与独知算子，我们可以刻画不同层次的秘密命题（φ是秘密与秘

密地知道φ），这一点为我们谈论秘密提供了新的工具。独知是秘密的必要条件，

因而关注“独知”模态有助于系统分析“秘密”模态，但独知逻辑是借助于知道算

子来把握秘密信息的，不依赖于知道算子的纯秘密逻辑还可以接受哪些命题？我

们将在下一节参照知识公理对纯秘密逻辑展开讨论。

3 “秘密”的逻辑系统

称仅含有“秘密”这一模态算子的逻辑为纯秘密逻辑，本节将在 [16]介绍的
ICST基础上，完成其对正自省公理（4公理）扩展的完全性证明。为了自洽，我
们将在第 3.1小节介绍（单主体）秘密逻辑的语言与语义。由于包含知道算子的
秘密逻辑在至少包含两个主体的有穷主体集上是可由知道算子定义的，因而我们

将秘密逻辑限制为纯秘密逻辑。在第 3.2小节进一步给出需要提及和使用的 ICS
与 ICST系统的定义、定理等，并进一步讨论了相关公理的独立性问题。本节的
重点工作集中在第 3.3小节，我们根据“带标签的极大一致集”先构造保证自反
但不保证传递性的“预模型”（pre-model），然后再在预模型上构造真正的“典范
标准模型”，这不是 ICS与 ICST系统完全性证明方法的直接套用，其证明方法对
类似的标签系统具有一定的启发性。最后，我们在第 3.4小节对 ICST4系统进行
了讨论。
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3.1 语言与语义

给定 Prop为原子命题字母集，Agt为至少包含两个主体的主体集。秘密逻辑
的形式语言 φ ∈ LSK 是对知识逻辑的扩张，具体定义如下：

φ ::= p | ¬φ | (φ ∧ φ) | Kaφ | Saφ

其中 p ∈ Prop，a ∈ Agt。其余布尔联结词定义如常，Kaφ读作“a知道 φ”，Saφ

读作“φ是 a的秘密”。Kaφ的语义解释见定义2.1，Saφ的语义解释见定义3.2。
⟨Sa⟩算子是 Sa 的对偶算子，即 ¬Sa¬的简写。需要注意的是，在纯秘密逻辑中，
我们的“秘密模型”并不是定义为 S5模型，而只是K模型。我们是通过添加公理
的方式来刻画KT、S4等模型的，在刻画 S5模型方面还有困难，我们将在第3.4小
节中讨论。

与在独知逻辑中的讨论类似，当主体集 Agt为大于 1的有穷主体集时，Saφ
可由知道算子定义：

Saφ↔ (Kaφ ∧Ka

∧
b ̸=a

¬Kbφ) (5)

因而，在主体集为大于 1 的有穷集时，LSK 的表达力与基本的知识逻辑表达力
相同，其公理系统就是在知识逻辑公理系统上加入公式(5)作为公理。同理，由命
题 2.6后的讨论可知，当 Agt为无穷集时，LSK 也是不紧致的，因而其没有强完全
的有穷公理系统。更多关于知识与秘密的互动、有效式与定理证明参见 [16, 18]。
在主体集Agt为无穷集的条件下，我们也可以仿照独知逻辑无穷公理系统（见

第 2.2节）的构建与证明思路，构建（带有知道算子的）秘密逻辑的无穷公理系
统。这样的定义与证明在技术上只是繁琐，并不困难，故本文不再进一步展开。相

反，我们将回到有穷主体集（双主体集）的设置下，讨论纯秘密逻辑公理系统的

正自省性扩展。

令 LS ⊆ LSK 为纯秘密逻辑语言，具体表达如下（相关解释见 LSK）：

φ ::= p | ¬φ | (φ ∧ φ) | Saφ

由于本节主要关注纯秘密逻辑下单主体秘密逻辑的公理系统问题，为了简练，

我们与 [16]保持一致，只讨论关于确定主体 a的秘密知识问题。8 因此，我们在

本节中将省略主体词 a，使用 Sφ表示公式 Saφ，其具体解释见定义3.2，并将所
有不同于 a的主体看成是主体 b，并在这一逻辑中约定 Agt = {a, b}。

定义 3.1 (秘密模型). 一个秘密模型M = (W,Ra, Rb, V )的定义如下：

8这里关注单主体的“秘密信息”，一是为了便于系统证明，二是为了探清“单主体视域”下秘密信息呈现的本

质特征。显然，在多主体系统下，秘密信息的交互会更加有趣，比如会有“Sap → ¬Sbp（a ̸= b）”这样的有效

式，详见 [16, 18]。
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• W 是非空世界集，指代不同的可能世界（或状态）；
• Ra与 Rb是W 上的二元关系，即 Ra ⊆ (W ×W )且 Rb ⊆ (W ×W )；

• V : Prop → P(W )是原子命题字母集上满足 V (p) ⊆W 的赋值函数。

若删除赋值函数 V，则称结构 (W,Ra, Rb)为秘密框架，且也称 (W,Ra, Rb, V )是

由框架 (W,Ra, Rb)生成的模型。

定义 3.2 (语义解释). 令M = (W,Ra, Rb, V )为秘密模型且 φ ∈ LS 为秘密逻辑公
式。称 φ在模型M 的 w世界上为真，记作：M,w |= φ，可归纳定义如下：

M,w |= p 当且仅当 w ∈ V (p)。

M,w |= ¬ψ 当且仅当 M,w ̸|= ψ。

M,w |= (ψ1 ∧ ψ2) 当且仅当 M,w |= ψ1且M,w |= ψ2。

M,w |= Sψ 当且仅当 对任意 u ∈W，若 wRau，则 [M,u |= ψ且

存在 v ∈W 使得 uRbv且M, v |= ¬ψ]。
M |= φ与 F |= φ（F 为框架）以及 φ是有效式（记作 |= φ）的定义如常。

此外，根据上述秘密模态词 S的定义，其对偶算子的解释如下：

M,w |= ⟨S⟩ψ 当且仅当 存在 u ∈W 使得 wRau且 [M,u |= ψ或

对任意 v ∈W，若 uRbv则M, v |= ¬ψ]。

与 [16]一样，为了便于在完全性系统证明中使用典范模型方法，我们使用了其给
出的“标准模型”（standard model）语义来构造典范模型。如下简述标准模型的定
义及相关定理。

定义 3.3 (标准模型，见 [16]). 一个标准模型Mo = (W,O, V )的定义如下：

• W 是非空世界集。
• O是W 上的满足如下两个条件的三元关系：

(i) 对任意 w, u ∈W：O(w, u, u)当且仅当存在 v ∈W 使得 O(w, u, v)；

(ii) 对任意 w,w′, u, v, v′ ∈W：若 O(w, u, v)且 O(w′, u, v′)则 O(w, u, v′)。

• V 是从原子命题字母集 Prop到W 幂集的赋值函数。

与秘密框架的定义类似，若去除赋值函数 V，则称 (W,O)为标准框架。

条件 (i)对应着在秘密模型中 Rb-自反的不可区分性，而 (ii)则是对 Ra 与 Rb

关系的复合，它服务于标准模型与其秘密模型间逻辑等价的证明。秘密逻辑语言

LS 在标准模型中的解释如下。9

9为了简化完全性证明，我们使用了 ⟨S⟩算子来代替 S 算子。
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定义 3.4 (标准语义，见 [16]). 对任意的点标准模型 (Mo, w)以及 φ ∈ LS，Mo, w |=
φ归纳定义如下：

Mo, w |= p 当且仅当 w ∈ V (p)。

Mo, w |= ¬φ 当且仅当 Mo, w ̸|= φ。

Mo, w |= (φ ∧ ψ) 当且仅当 Mo, w |= φ且Mo, w |= ψ。

Mo, w |= ⟨S⟩φ 当且仅当 存在 u ∈W 使得 O(w, u, u)且 [Mo, u |= φ，

或对任意 v ∈W 有 O(w, u, v)蕴涵Mo, v |= ¬φ]。

显然，秘密模态 ⟨S⟩的对偶算子 S则被解释如下：

Mo, w |= Sψ 当且仅当 对任意 u ∈W，若 O(w, u, u)则 [Mo, u |= ψ且

存在 v ∈W 使得 O(w, u, v)且Mo, v |= ¬ψ]。

定义 3.5 (翻译，见 [16]). 给定标准模型 Mo = (W,O, V )，其翻译 Tr(Mo) =

(W,Ra, Rb, V )（即秘密模型）在二元关系 Ra, Rb 上定义如下（W 与 V 保持不

变）：wRau当且仅当存在 v ∈W 使得 O(w, u, v)；wRbu当且仅当存在 v ∈W 使

得 O(v, w, u)。称 Tr(Mo)为Mo模型的翻译。

根据上述翻译定义，有如下定理：

定理 3.1 (见 [16]). 任给标准模型Mo。Tr(Mo)为其翻译模型且满足对任意φ ∈ LS：
Mo, w |= φ当且仅当 Tr(Mo), w |= φ。

定理 3.2 (见 [16]). 任给秘密模型M，存在一个标准模型Mo 使得对任意 φ ∈ LS：
M,w |= φ当且仅当Mo, w |= φ。

上述的定理 3.1 与定理 3.2 使得标准模型与秘密模型在我们的秘密逻辑系统
下是逻辑等价的，故可在标准模型的语义下来证明秘密逻辑系统的完全性。

3.2 ICS与 ICST系统

在证明 ICST4的完全性之前，我们先给出一些必要的定义、定理与解释，并
证明 ICS与 ICST系统（见图4）中秘密公理 S的独立性。从图4可知，秘密公理 S
表达了重言式与矛盾式是等秘的，它与 I规则（插值规则，Interpolation rule）10可

以看成是秘密逻辑系统的本质特征。

定义 3.6 (模态关系集，见 [16]). 令 ∆为极大一致的公式集，并有如下简记：

• S(∆) := {φ | Sφ ∈ ∆}，
10在 [8]中，这样的规则形式也被称为“凸性”（convexity）规则，这一性质在关于“无知”的逻辑中也有体现，

见 [6]。我们倾向于叫它“插值规则”，源自于对“Craig插值定理”（Craig’s Interpolation Theorem）的类似理解，见
[4]，当然，这只是在形式上类似，实质不同，我们对如何称呼这一规则持开放态度。
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(PC) 所有命题逻辑重言式例示

(C) ⊢ (Sφ ∧ Sψ) → S(φ ∧ ψ)
(S) ⊢ S⊤ ↔ S⊥
(T) ⊢ Sφ→ φ

(4) ⊢ Sφ→ SSφ

(5) ⊢ ¬Sφ→ S¬Sφ
(MP) 从 ⊢ φ→ ψ和 ⊢ φ，推出 ⊢ ψ

(I) 从 ⊢ φ→ ψ和 ⊢ ψ → χ，推出 ⊢ (Sφ ∧ Sχ) → Sψ

图 4: ICST5、ICST4、ICST、ICS系统（根据是否包含 T、4、5公理确定，⊢则
依次被理解为 ⊢ICST5、⊢ICST4、⊢ICST以及 ⊢ICS）。

• N(∆) := {φ | ⟨S⟩φ ∈ ∆}，
• E(∆) := {¬χ | S(∆) ⊢ ¬χ, χ ∈ N(∆)}。

再令 L(φ)是包含公式 φ的极大一致集的集合。

如下关于Ra/Rab关系的定义与定义 3.6一起，可帮助我们表达不同的 a-b路
径与关系，从而有助于构造典范关系。

定义 3.7 (Ra/Rab关系集，见 [16]). 令∆为极大一致集。若 S(∆)是不一致的，则

令 Ra(∆) = ∅；否则，Ra(∆) = {∆′ | ∆′ 是一个极大一致集且 S(∆) ⊆ ∆′}。当
S(∆)是一致集时（否则，则未定义），进一步有如下定义。

• 若 E(∆) ̸= ∅，则 Rab(∆) = {L(¬χ) | ¬χ ∈ E(∆)}；
• 若 E(∆) = ∅，则 Rab(∆) = {L(¬⊥)}。11

命题 3.1 (秘密内容一致性，见 [16]). 令 ∆为极大一致集。S(∆)是一致的，当且

仅当存在 φ ∈ LS 使得 φ ̸∈ S(∆)。

命题 3.2 (秘密见证性，见 [16]). 令∆为极大一致集。若 S(∆)是一致的，则对任

意 δ ∈ S(∆), χ ∈ E(∆), {¬δ, χ}是一致的。

定理 3.3 (完全性，见 [16]). ICS对于任意克里普克框架类是可靠且强完全的。ICST
对于 Ra与 Rb自反的克里普克框架类是可靠且强完全的。12

下面，我们讨论秘密公理 S在 ICST系统中的独立性问题。令 ICT是通过删
除 ICST中的 S公理得到的系统，则有如下命题。

11为了简化表达，在后文中，我们用⊤代替 ¬⊥。
12在单主体系统中，主体 b的认知不可区分关系无法被秘密算子表达，因而 [16]也证明了 ICST对 Ra 自反的

克里普克框架类是可靠且强完全的。
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命题 3.3 (ICT与 ICST). ⊢ICT ¬S⊥且 ⊢ICST ¬S⊤。

证明. 从 ⊢ICT S⊥ → ⊥有 ⊢ICT ¬S⊥，故有 ⊢ICST ¬S⊤（S公理）。

命题 3.4 (⊬ICT ¬S⊤). ¬S⊤在 ICT中是不可推导的。

证明.（反证法）假设¬S⊤在 ICT下是可推导的，则在其扩张（引入必然化规则N：
从 φ，可推出 Sφ）ICTN下依然可推导。从 ⊢ICTN ⊤根据 N规则，易证 ⊢ICTN S⊤。
结合 ⊢ICTN ¬S⊤（假设），可知 ICTN是不可靠的。但 ICTN ⊂ KT且 KT是可靠
的13，故矛盾。

此外，S公理在 ICST下也是独立的（只有 S⊥ → S⊤在 ICT下是可推导的）。
从命题 3.3与命题 3.4 中，易证 S⊤ → S⊥在 ICT下是不可推导的。14 再讨论 5
公理：¬Sφ → S¬Sφ。令 ST为命题逻辑系统引入 S、T公理以及等值替换规则
RE15后的系统。则可证 5公理在 ST及其扩张下都是不一致的。

命题 3.5 (负自省的脆弱性). 5公理在 ST下是不一致的。

证明. 令 ⊢为 ⊢ST。只需证明 ⊢ ¬(¬S⊤ → S¬S⊤)：

1. ⊢ S⊤ ↔ S⊥ S 5. ⊢ S¬S⊤ ↔ S⊤ RE, 4
2. ⊢ S⊥ → ⊥ T 6. ⊢ ¬S¬S⊤ PC, 3 + 5

3. ⊢ ¬S⊤ PC, 1 + 2 7. ⊢ ¬S⊤ ∧ ¬S¬S⊤ PC, 3 + 6

4. ⊢ ¬S⊤ ↔ ⊤ PC, 3 8. ⊢ ¬(¬S⊤ → S¬S⊤) PC, 7

此外，[16]中使用邻域语义（neighbourhood semantics）证明了 I规则的独立
性，它不能从含等值替换规则 RE的 ECK系统中被推导出来，故根据 [16]以及 S
的独立性可知，ICS系统是极小且独立的秘密逻辑系统。

3.3 ICST4的完全性

将 4公理 Sφ→ SSφ加入 ICST系统可得到 ICST4系统（见图4）。16 ICST4
的可靠性可直接从下述命题以及 ICST系统的可靠性中得证。

13易见 IC系统可以从 K系统中推导出来，其中 I规则可以从单调性规则：从 φ → ψ，得 Sφ → Sψ中导出；

而 C公理在 K系统下可导。
14若 S⊤ → S⊥是可推导的，结合 ¬S⊥（命题3.3）则有 ¬S⊤是可推导的，与命题3.4相矛盾。
15从 ⊢ φ ↔ ψ，可得 ⊢ Sφ ↔ Sψ。
16因为秘密信息是“知与不知关系的绑定”，其克里普克模型上的Ra 与Rb 关系被当作是主体的“认知不可区

分关系”，因而，语义上自然的扩张是向 S5模型逼近，自反传递系统是（已找到的）我们秘密逻辑语言所能刻画
的最逼近 S5-关系的系统。
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命题 3.6 (自反传递性). 4公理在自反传递的标准框架类（定义如后）上是有效的。
(ref)：任给w ∈W 有O(w,w,w)（自反性）；(tran)：任给w, u, v ∈W，从O(w, u, u)

与 O(u, v, v)可推得 O(w, v, v)（传递性）。

证明. 证 |= Sφ→ SSφ：反证法。假设有 (Mo, w)使得Mo, w ̸|= Sφ→ SSφ。则

有 (1)Mo, w |= Sφ但Mo, w ̸|= SSφ，进一步有 (2)Mo, w |= ⟨S⟩⟨S⟩¬φ。
从 (1)，有对任意的 u ∈W：

若 O(w, u, u) 则 (1.1)Mo, u |= φ，且 (1.2)存在 v ∈W：O(w, u, v)且M, v |= ¬φ。
从 (2)，有 u ∈W：(∗) O(w, u, u)且

(2.1)Mo, u |= ⟨S⟩¬φ，或者 (2.2)对任意的 v ∈W , O(w, u, v)蕴涵Mo, v |= Sφ。

再证明上述两种情况中都有矛盾：

• 若 (2.1)成立。从Mo, u |= ⟨S⟩¬φ有存在m ∈W , (∗∗) O(u,m,m)且

(2.1.1)Mo,m |= ¬φ，或者 (2.1.2)对任意的 n ∈W，O(u,m, n)蕴涵Mo, n |= φ。

若 (2.1.1) 成立。从 (∗) 和 (∗∗) ，根据 (tran) 则有 O(w,m,m)。再根据 (1) 与
(1.1)，有Mo,m |= φ，与 (2.1.1)相矛盾。
若 (2.1.2)成立。从 (∗)与 (∗∗)，根据 (tran)有 O(w,m,m)。再根据 (1)与 (1.2)，
则存在 n′ ∈ W 使得 O(w,m, n′)与M,n′ |= ¬φ成立。从 O(u,m,m)以及

(∗∗)与 O(w,m, n′)，则根据定义3.3(ii)有 O(u,m, n′)。进一步结合 (2.1.2)，则
有Mo, n′ |= φ，与M,n′ |= ¬φ相矛盾。

• 若 (2.2)成立。即对任意 v ∈W，O(w, u, v)蕴涵Mo, v |= Sφ。从 (∗)O(w, u, u)，

根据 (2.2)（其中 v = u）可得Mo, u |= Sφ。再根据 (ref)，有O(u, u, u)，根据

语义定义，有Mo, u |= φ且 (2.2.1)存在 s ∈W 使得O(u, s, s)且Mo, s |= ¬φ
成立。

从 (∗)O(w, u, u)与 (2.2.1)O(u, s, s)，可根据 (tran)得O(w, s, s)，即有Mo, s |=
φ（根据 (1)与 (1.1)），与 (2.2.1)相矛盾。

故有Mo, w |= Sφ→ SSφ。从 (Mo, w)的任意性有 |= Sφ→ SSφ。

ICST4的完全性与 ICS以及 ICST完全性的证明思路类似，但在构造证明的
过程中我们会发现，它不是简单的扩充与推广。首先，我们需要对“带标签的极

大一致集”（labelled maximal consistent set）17进行筛选，然后对典范关系 Oc分情

况定义，构造一个满足自反性但不保证传递性的标准模型，称为“预模型”（pre-
model）；最后在预模型的基础上构造生成真正的典范标准模型（满足自反性与传
递性）。

17此概念参考了 [16]，目的是通过不同标签的命名，保证每个极大一致集的每个 Ra-后继以及该后继的 Rb-后
继都不重叠。比如若∆[φ]的Ra-后继有 Γ[p]与 Γ[q]，它们是相同的极大一致集，但由于标签不同，是不同的典

范世界且有着不同的Rb-后继。
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令极大一致集为极大 ICST4-一致集的简称，Γ[φ] 是一个带标签的极大一致

集，即指 Γ是极大一致集，且 φ ∈ LS 是公式。并有如下定义。

定义 3.8 (预模型). ICST4上的模型M c = (W c, Oc, V c)定义为：

• W c = {∆[φ] | ∆[φ]是带标签的极大一致集，且 L(φ) ∈ Rab(∆)},
• 任给W c中带标签的极大一致集 ∆[χ1]、Γ[χ2]以及 Γ′[χ3]，有：

– Oc(∆[χ1],Γ[χ2],Γ
′[χ3])当且仅当

18

* 若 ∆ = Γ，则 Γ′ ∈ L(χ2)；否则，

* ⊢ χ1 ↔ χ2，Γ ∈ Ra(∆)，L(χ2) ∈ Rab(∆)且 Γ′ ∈ L(χ2)。

• 对任意 p ∈ Prop有 V c(p) = {∆ | p ∈ ∆}。

称 Γ[φ]是可允许的（admissible），即指 L(φ) ∈ Rab(Γ)。

由定义 3.8不难发现，W c是所有可允许的带标极大一致集的集合，且对任意

的 ∆[χ] ∈W c，φ ∈ ∆[χ]当且仅当 φ ∈ ∆。故在不影响理解的前提下，将不特别

区分 φ ∈ ∆与 φ ∈ ∆[χ]。下面是 ICST4系统中需要反复用到的一些推论。

推论 2 (见 [16]). 对任意的基于 ICST系统的极大一致集∆而言，S(∆)是一致的且

E(∆) ̸= ∅，此外还有，⊤ ∈ E(∆)，Ra(∆) ̸= ∅，且Rab(∆) = {L(χ) | χ ∈ E(∆)}。

从 [16]的证明可知，这一推论只依赖于 ICST系统的公理与规则，故在任意
由 ICST系统扩张生成的一致系统中，上述推论依旧成立。结合推论 2，定义 3.7
则可有如下简化。

定义 3.9 (定义 3.7简化). Ra(∆) = {∆′ | ∆′是一个极大一致集且 S(∆) ⊆ ∆′}，且
Rab(∆) = {L(χ) | χ ∈ E(∆)}。

推论 3. 对任意的极大一致集 Γ,∆：Γ ∈ Ra(∆)当且仅当 S(∆) ⊆ S(Γ)。进一步，

对任意的极大一致集 ∆，有 S(∆) ⊆ ∆且 ∆ ∈ Ra(∆)。

证明. (⇒)假设 Γ ∈ Ra(∆)，则根据定义 3.9有 S(∆) ⊆ Γ。再证 S(∆) ⊆ S(Γ)。令

φ ∈ S(∆)，则有 Sφ ∈ ∆（定义 3.6），再根据 4公理有 SSφ ∈ ∆，故有 Sφ ∈ S(∆)，

从 S(∆) ⊆ Γ有 Sφ ∈ Γ，据定义 3.6有 φ ∈ S(Γ)。

(⇐)假设 S(∆) ⊆ S(Γ)。若有 (*) S(∆) ⊆ Γ，则有 Γ ∈ Ra(∆)（定义 3.9）。再
证明 (*) S(∆) ⊆ Γ：令 φ ∈ S(∆)，则从假设 S(∆) ⊆ S(Γ)中有 φ ∈ S(Γ)，故有

Sφ ∈ Γ，根据 T公理有 φ ∈ Γ，(*)得证。故第一个命题得证。
18与 ICST的典范标准模型定义不同，我们分情况考虑了 Γ与∆是否等同的情况。当 Γ = ∆时对典范关系要

求弱化了，只要求 Γ′ ∈ L(χ2)；而当 Γ ̸= ∆时，则额外要求了 ⊢ χ1 ↔ χ2。这样的设置是为了技术上构造条

件保证传递性：具体而言，是为了将预模型扩展为典范标准模型时，有条件确保标准模型的传递性。
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结合 S(∆) ⊆ S(∆)，根据已证命题可知，∆ ∈ Ra(∆)，故有 S(∆) ⊆ ∆（定

义 3.9）。

从定义 3.9、推论 3以及推论 2，可有如下推论。

推论 4. 若 ∆[χ]是可允许的（即 L(χ) ∈ Rab(∆)），则 ∆ ∈ L(χ)。特别而言，对

任意极大一致集 ∆，有 ∆[⊤]是可允许的。

证明. 若 ∆[χ]是可允许的，即 L(χ) ∈ Rab(∆)，根据定义 3.9，χ ∈ E(∆)，根据

定义3.6，有 S(∆) ⊢ χ。从 S(∆) ⊆ ∆（推论 3），有 ∆ ⊢ χ，从 ∆是极大一致集

有 χ ∈ ∆，故有 ∆ ∈ L(χ)（定义 3.6）。
从推论 2，可知 ⊤ ∈ E(∆)且对任意的极大一致集∆有 Ra(∆) ̸= ∅。根据定

义 3.9有 L(⊤) ∈ Rab(∆)，即 ∆[⊤]是可允许的。

推论 5. 对任意的 χ1, χ2, χ3 ∈ LS，若 Oc(∆[χ1],Γ[χ2],Γ
′[χ3]) 则 Γ ∈ Ra(∆)，

L(χ2) ∈ Rab(∆)且 Γ′ ∈ L(χ2)。

证明. 令 Oc(∆[χ1],Γ[χ2],Γ
′[χ3])。若 ∆ ̸= Γ，根据定义 3.8，推论显然成立。若

∆ = Γ，则有 Oc(∆[χ1],∆[χ2],Γ
′[χ3])，根据定义 3.8 可得 Γ′ ∈ L(χ2)。只需再

证 ∆ ∈ Ra(∆) 且 L(χ2) ∈ Rab(∆)。再从 ∆[χ2] 是可允许的（定义 3.8），故有
L(χ2) ∈ Rab(∆)（推论 4），且有 ∆ ∈ Ra(∆)（推论 3）。

至此，可证明定义 3.8给出的典范标准模型是满足自反性的标准模型。

命题 3.7 (预典范性). 定义 3.8给出的M c = (W c, Oc, V c)满足如下性质：

(1) 存在 Γ′[χ3] ∈W c使得 Oc(∆[χ1],Γ[χ2],Γ
′[χ3])当且仅当 Oc(∆[χ1],Γ[χ2],Γ[χ2])。

(2) 对任意 χ, χ1, χ2, δ, δ
′ ∈ LS：

若 Oc(∆[χ1],Γ[χ],Ω[δ])且 Oc(∆′[χ2],Γ[χ],Ω
′[δ′])，则 Oc(∆[χ1],Γ[χ],Ω

′[δ′])。

(3) 对任意 ∆[χ] ∈W c：Oc(∆[χ],∆[χ],∆[χ])。

证明. (1) (⇒)不论 Γ = ∆是否成立，只需证明 Γ ∈ L(χ2)。它可直接从推论 4与
Γ[χ2]的可允许性中得出。(⇐)显然。

(2)假设 (a) Oc(∆[χ1],Γ[χ],Ω[δ]) 且 (b) Oc(∆′[χ2],Γ[χ],Ω
′[δ′]) 成立，需证明

Oc(∆[χ1],Γ[χ],Ω
′[δ′])成立。考虑如下两种情况：

• 若 ∆ = Γ：从 (b)可得 Ω′ ∈ L(χ)，故有 Oc(∆[χ1],Γ[χ],Ω
′[δ′])。

• 若 ∆ ̸= Γ：我们证明 (1) ⊢ χ1 ↔ χ，(2) Γ ∈ Ra(∆)，(3) L(χ) ∈ Rab(∆)以

及 (4) Ω′ ∈ L(χ)。通过观察定义 3.8，(1)，(2)，(3)可直接从 (a)中推出。而
(4)则可从 (b)中推出，故有 Oc(∆[χ1],Γ[χ],Ω

′[δ′])成立。

(3)任给 ∆[χ] ∈W c，即有 L(χ) ∈ Rab(∆)，故 ∆ ∈ L(χ)（推论 4）。
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命题 3.7 只证明了定义 3.8 中给出的 M c 是自反的标准模型，其并不保证一

定具有传递性。令 Oc(∆[χ1],Γ[χ
′],Γ[χ′]) 且 Oc(Γ[χ′],Γ[χ2],Γ[χ2])，不能保证有

Oc(∆[χ1],Γ[χ2],Γ[χ2])。因为从 L(χ2) ∈ Rab(Γ)并不必然有 L(χ2) ∈ Rab(∆)。这

是因为，从 S(∆) ⊆ S(Γ)不能保证有：S(Γ) ⊢ χ2蕴涵 S(∆) ⊢ χ2。所以，M
c不

是 ICST4系统的模型，它只是一个预模型。为了保证传递性，我们需要对预模型
M c进行扩张。

定义 3.10 (典范标准模型). 在预模型M c上定义（ICST4上）典范标准模型M e =

(W e, Oe, V e)如下：

• W e =W c，且对任意 p ∈ Prop，V e(p) = V c(p)。

对任意W e中的元素而言：

• Oe(∆[χ1],Γ[χ2],Γ
′[χ3])当且仅当存在 χ′ ∈ LS 使得

Oc(∆[χ1],∆[χ′],∆[χ′])，Oc(∆[χ′],Γ[χ′],Γ[χ′])且 Oc(Γ[χ′],Γ[χ2],Γ
′[χ3])。

下面，我们证明M e模型只是M c模型在 Oc关系上的保守扩展。

命题 3.8 (保守扩展性). 对任意的W e中的元素，有如下性质：

(1) 若 Oc(∆[χ1],Γ[χ2],Γ
′[χ3])，则 Oe(∆[χ1],Γ[χ2],Γ

′[χ3])。

(2) Oc(∆[χ1],∆[χ2],∆[χ2])当且仅当 Oe(∆[χ1],∆[χ2],∆[χ2])。

证明. (1)令 Oc(∆[χ1],Γ[χ2],Γ
′[χ3])。我们先证：

(a) Oc(∆[χ1],∆[χ2],∆[χ2]), (b) Oc(∆[χ2],Γ[χ2],Γ[χ2])且 (c) Oc(Γ[χ2],Γ[χ2],Γ
′[χ3])。

(a)根据 Oc(∆[χ1],Γ[χ2],Γ
′[χ3])有 L(χ2) ∈ Rab(∆)（推论 5），即知 ∆[χ2] ∈

W e。从 Oc(∆[χ1],Γ[χ2],Γ
′[χ3]) 亦可知 ∆[χ1] ∈ W e，由 L(χ2) ∈ Rab(∆) 与推

论 4又有 ∆ ∈ L(χ2)。据定义 3.8有 Oc(∆[χ1],∆[χ2],∆[χ2])成立。

(b)根据 Oc(∆[χ1],Γ[χ2],Γ
′[χ3])有 Γ[χ2]是可允许的，即 Γ ∈ L(χ2)。根据定

义 3.8，若 ∆ = Γ，则 (b)成立；若 ∆ ̸= Γ，则从 Oc(∆[χ1],Γ[χ2],Γ
′[χ3])中可知

Γ ∈ Ra(∆)与 L(χ2) ∈ Rab(∆)成立（推论 5）。又有 ⊢ χ2 ↔ χ2且 Γ ∈ L(χ2)，所

以 (b)成立（定义 3.8）。
(c) 从 Oc(∆[χ1],Γ[χ2],Γ

′[χ3]) 中可知 Γ[χ2] 是可允许的且 Γ′ ∈ L(χ2)（定

义 3.8），故 (c) Oc(Γ[χ2],Γ[χ2],Γ
′[χ3])成立。

由 (a)、(b)以及 (c)可知，根据定义 3.10，令 χ′ = χ2时，有 Oe(∆[χ1],Γ[χ2],Γ
′[χ3])。

(2) (⇒)由命题 3.8(1)所保证。(⇐)若 Oe(∆[χ1],∆[χ2],∆[χ2])，则有

Oc(∆[χ′],∆[χ′],∆[χ′]) 且 Oc(∆[χ′],∆[χ2],∆[χ2])。从 ∆ ∈ L(χ2)、∆[χ1] ∈ W e、

∆[χ2] ∈W e与定义 3.8中可推出 Oc(∆[χ1],∆[χ2],∆[χ2])。

命题 3.8证明了M e 是M c 的保守扩展。现在，证明M e 的确是满足自反性

与传递性的标准模型。
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命题 3.9 (典范性). ICST4的典范标准模型M e = (W e, Oe, V e)满足如下四条性质：

(1) 存在 Γ′[χ3] ∈W e使得 Oe(∆[χ1],Γ[χ2],Γ
′[χ3])当且仅当 Oe(∆[χ1],Γ[χ2],Γ[χ2])。

(2) 对任意 χ, χ1, χ2, δ, δ
′,∈ LS：

若 Oe(∆[χ1],Γ[χ],Ω[δ])且 Oe(∆′[χ2],Γ[χ],Ω
′[δ′])，则 Oe(∆[χ1],Γ[χ],Ω

′[δ′])。

(3) 对任意 ∆[χ] ∈W e：Oe(∆[χ],∆[χ],∆[χ])。

(4) 对任意 ∆[χ1],Γ[χ2],Ω[χ3] ∈W e：

若 Oe(∆[χ1],Γ[χ2],Γ[χ2])且 Oe(Γ[χ2],Ω[χ3],Ω[χ3])，则 Oe(∆[χ1],Ω[χ3],Ω[χ3])。

证明. 这里 (1)和 (2)对应了标准模型的基本属性，(3)和 (4)则分别对应了标准模
型的自反性与传递性。

(1) (⇒)
Oe(∆[χ1],Γ[χ2],Γ

′[χ3])

⇒ 存在 χ′使得 Oc(∆[χ1],∆[χ′],∆[χ′])，

Oc(∆[χ′],Γ[χ′],Γ[χ′])且 Oc(Γ[χ′],Γ[χ2],Γ
′[χ3])。 定义 3.10

⇒ 存在 χ′使得 Oc(∆[χ1],∆[χ′],∆[χ′])，

Oc(∆[χ′],Γ[χ′],Γ[χ′])且 Oc(Γ[χ′],Γ[χ2],Γ[χ2])。 命题 3.7(1)
⇒ Oe(∆[χ1],Γ[χ2],Γ[χ2])。 定义 3.10

(⇐)显然。
(2)假设 1) Oe(∆[χ1],Γ[χ],Ω[δ])且 2) Oe(∆′[χ2],Γ[χ],Ω

′[δ′])成立，

需证 Oe(∆[χ1],Γ[χ],Ω
′[δ′])。根据定义3.10有：

从 1)有 (a)存在 χ′使得 Oc(∆[χ1],∆[χ′],∆[χ′])，Oc(∆[χ′],Γ[χ′],Γ[χ′])

且 Oc(Γ[χ′],Γ[χ],Ω[δ])。

从 2)有 (b)存在 χ′′使得 Oc(∆′[χ2],∆
′[χ′′],∆′[χ′′])，Oc(∆′[χ′′],Γ[χ′′],Γ[χ′′])

且 Oc(Γ[χ′′],Γ[χ],Ω′[δ′])。

要证 Oe(∆[χ1],Γ[χ],Ω
′[δ′])，我们证明存在 χ′′′使得：

Oc(∆[χ1],∆[χ′′′],∆[χ′′′]), Oc(∆[χ′′′],Γ[χ′′′],Γ[χ′′′])且 Oc(Γ[χ′′′],Γ[χ],Ω′[δ′])。

只需证明当 χ′′′ = ⊤时，如下成立：
(2.1) Oc(∆[χ1],∆[⊤],∆[⊤])，(2.2) Oc(∆[⊤],Γ[⊤],Γ[⊤])且 (2.3) Oc(Γ[⊤],Γ[χ],Ω′[δ′])。

因为 ∆[χ1]与 Γ[χ]从 (a)可知是可允许的，故从 ∆ ∈ L(⊤)根据定义 3.8有
(2.1)成立。当∆ ̸= Γ，从 (a)亦可知 Γ ∈ Ra(∆)（推论 5），且 L(⊤) ∈ Rab(∆)（推

论 2）以及 Γ ∈ L(⊤)（定义 3.6），故据定义 3.8有 (2.2)成立（当∆ = Γ时，可由

命题 3.7(3)与 ∆[⊤]是可允许的保证）。从 (b)有 Ω′ ∈ L(χ)（推论 5），且 Γ[χ]与

Ω′[δ′]是可允许的，故据定义 3.8有 (2.3)成立。
(3)根据命题 3.8(2)，只需证 Oc(∆[χ],∆[χ],∆[χ])，其由命题 3.7(3)所保证。
(4)令 1) Oe(∆[χ1],Γ[χ2],Γ[χ2])与 2) Oe(Γ[χ2],Ω[χ3],Ω[χ3])成立，
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我们证明 Oe(∆[χ1],Ω[χ3],Ω[χ3])成立。首先，根据定义 3.10，
从 1)有 (a)存在 χ′使得 Oc(∆[χ1],∆[χ′],∆[χ′])，Oc(∆[χ′],Γ[χ′],Γ[χ′])

且 Oc(Γ[χ′],Γ[χ2],Γ[χ2])。

从 2)有 (b)存在 χ′′使得 Oc(Γ[χ2],Γ[χ
′′],Γ[χ′′])，Oc(Γ[χ′′],Ω[χ′′],Ω[χ′′])

且 Oc(Ω[χ′′],Ω[χ3],Ω[χ3])。

对于 Oe(∆[χ1],Ω[χ3],Ω[χ3])，则证明存在 χ′′′使得

Oc(∆[χ1],∆[χ′′′],∆[χ′′′])，Oc(∆[χ′′′],Ω[χ′′′],Ω[χ′′′])且 Oc(Ω[χ′′′],Ω[χ3],Ω[χ3])。

令 χ′′′ = ⊤，则只需证：
(4.1) Oc(∆[χ1],∆[⊤],∆[⊤])，(4.2) Oc(∆[⊤],Ω[⊤],Ω[⊤])且 (4.3) Oc(Ω[⊤],Ω[χ3],Ω[χ3])。

(4.1)根据 (a)有∆[χ1]是可允许的。∆[⊤]是可允许的（推论 4）且∆ ∈ L(⊤)

（定义 3.6），据定义 3.8，有 Oc(∆[χ1],∆[⊤],∆[⊤])成立。

(4.2)易知∆[⊤]与 Ω[⊤]是可允许的（推论 4）。L(⊤) ∈ Rab(∆)（推论 2）与
Ω ∈ L(⊤)（定义 3.6）成立。若有 Ω ∈ Ra(∆)，则根据定义 3.8有 (4.2)恒成立。现
证 Ω ∈ Ra(∆)：根据推论 5，从 (a)可知 Γ ∈ Ra(∆)；从 (b)可知 Ω ∈ Ra(Γ)。再根

据推论 3有 S(∆) ⊆ S(Γ)且 S(Γ) ⊆ S(Ω)。从而有 S(∆) ⊆ S(Ω)，即有Ω ∈ Ra(∆)

成立（推论 3）。
(4.3)根据推论 4有 Ω[⊤]是可允许的，同样，由 (b)可知 Ω[χ3]也是可允许的。

Ω ∈ L(χ3)与 L(χ3) ∈ Rab(Ω)则可从 (b)与推论 5中得出。所以，根据定义 3.8，
(4.3)成立。
故，从 (4.1)，(4.2)，(4.3)有 Oe(∆[χ1],Ω[χ3],Ω[χ3])成立（定义 3.10）。

为了便于存在引理的证明，我们先证如下命题。

命题 3.10. 若 Oe(∆[χ1],Γ[χ2],Γ
′[χ])则 Γ ∈ Ra(∆)且 Γ′ ∈ L(χ2)。

证明. 给定Oe(∆[χ1],Γ[χ2],Γ
′[χ])，则有 χ′ ∈ LS使得Oc(∆[χ1],∆[χ′],∆[χ′])，(1)

Oc(∆[χ′],Γ[χ′],Γ[χ′])且 (2) Oc(Γ[χ′],Γ[χ2],Γ
′[χ])（定义 3.10）；根据推论 5，从

(1)有 Γ ∈ Ra(∆)，从 (2)有 Γ′ ∈ L(χ2)。

下面我们可证明扩张的典范标准模型M e对模态算子封闭。

引理 3.4 (存在引理). 对任意∆[χ1] ∈W e，如果 ⟨S⟩φ ∈ ∆[χ1]，那么存在 Γ[χ]使得

Oe(∆[χ1],Γ[χ],Γ[χ])且 [ φ ∈ Γ[χ]，或者对任意 Γ′[χ3]有，如果 Oe(∆[χ1],Γ[χ],

Γ′[χ3])，那么 ¬φ ∈ Γ′[χ3]]。

证明. 令 ∆[χ1] ∈ W e 且 ⟨S⟩φ ∈ ∆[χ1]。据定义 3.9可知，Rab(∆) = {L(χ) | χ ∈
E(∆)}。根据 φ ∈ N(∆)，讨论以下两种情况：

• 若 ¬φ ∈ E(∆)，则 L(¬φ) ∈ Rab(∆)。从定义 3.8有 Oc(∆[χ1],∆[¬φ],∆[¬φ])，
再根据命题 3.8(2)，有 Oe(∆[χ1],∆[¬φ],∆[¬φ])。对任意 Γ′[χ3] ∈ W e 而
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言，根据命题 3.10，从 Oe(∆[χ1],∆[¬φ],Γ′[χ3]) 可得 Γ′ ∈ L(¬φ)。故有
Oe(∆[χ1],∆[¬φ],Γ′[χ3])蕴涵 ¬φ ∈ Γ′（定义 3.6）。

• 若 ¬φ ̸∈ E(∆)，则从 φ ∈ N(∆)，有 S(∆) ⊬ ¬φ（定义 3.6），所以 S(∆)∪{φ}
是一致的。从 S(∆) ∪ {φ}中生成一个极大一致集 Γ，则有 S(∆) ⊆ Γ，据定

义 3.9，有 Γ ∈ Ra(∆)。从推论 2有 L(⊤) ∈ Rab(∆)，且 φ ∈ Γ[⊤]（根据构

造）。现证明 (*)Oe(∆[χ1],Γ[⊤],Γ[⊤])成立。若有Oc(∆[χ1],Γ[⊤],Γ[⊤])成立，

则根据命题 3.8(1)则有 (*)成立。已知∆[χ1]（前提）与 Γ[⊤]（推论 4）都是
可允许的。从 Γ ∈ Ra(∆)，L(⊤) ∈ Rab(∆)以及 Γ ∈ L(⊤)可根据定义 3.8推
得 Oc(∆[χ1],Γ[⊤],Γ[⊤])成立。所以，有 Oe(∆[χ1],Γ[⊤],Γ[⊤])且 φ ∈ Γ[⊤]。

故该引理得证。

为了证明真值引理，需先证明如下前置命题。

命题 3.11. 若Oe(∆[χ1],Γ[χ],Γ[χ])且 [ψ ∈ Γ[χ]，或者对任意Γ′[χ3] ∈W e：Oe(∆[χ1],

Γ[χ],Γ′[χ3])蕴涵 ψ ∈ Γ′[χ3]]，则 ⟨S⟩ψ ∈ ∆[χ1]。

证明.（证其逆否命题）令 ⟨S⟩ψ ̸∈ ∆[χ1]，则根据极大一致集属性与对偶性有S¬ψ ∈
∆[χ1]。再证明：

对任意 Γ[χ] ∈ W e，若 Oe(∆[χ1],Γ[χ],Γ[χ]) 则 ¬ψ ∈ Γ[χ] 且存在 Γ′[χ3] ∈ W e：

Oe(∆[χ1],Γ[χ],Γ
′[χ3])且 ψ ∈ Γ′[χ3]。

假设Oe(∆[χ1],Γ[χ],Γ[χ])，则根据命题 3.10有 Γ ∈ Ra(∆)，且 Γ ∈ L(χ)，故有

Γ[χ]是可允许的。从 Γ ∈ Ra(∆)可得 S(∆) ⊆ S(Γ)（推论 3），再从 S¬ψ ∈ ∆[χ1]

中可得 ¬ψ ∈ S(∆)，故有 ¬ψ ∈ S(Γ)，则 S¬ψ ∈ Γ[χ]，根据 T公理，有 ¬ψ ∈ Γ[χ]。

从 Oe(∆[χ1],Γ[χ],Γ[χ])根据定义 3.10可知存在 χ′ ∈ LS，
(1) Oc(∆[χ1],∆[χ′],∆[χ′])，(2) Oc(∆[χ′],Γ[χ′],Γ[χ′])且 (3) Oc(Γ[χ′],Γ[χ],Γ[χ])。

从推论2可知 S(Γ) 是一致集，且又根据定义3.9有 Rab(Γ) = {L(χ) | χ ∈
E(Γ)}。故从命题 3.2可知，{¬¬ψ, χ}是一致的（其中 ¬ψ ∈ S(Γ)，χ为E(Γ)中任

意元素，由推论 2知 E(Γ) ̸= ∅）。故，对由 {¬¬ψ, χ}生成的任意极大一致集 Γ′，

有 Γ′ ∈ L(χ)且 ψ ∈ Γ′。故从 (3)可得 Γ[χ′]、Γ[χ]是可允许的，故据定义 3.8有 (4)
Oc(Γ[χ′],Γ[χ],Γ′[χ])。结合 (1)、(2)以及 (4)有 Oe(∆[χ1],Γ[χ],Γ

′[χ])且 ψ ∈ Γ′[χ]

（定义 3.10，其中 χ3 = χ）。

故我们证明了对任意 Γ[χ] ∈W e，若 Oe(∆[χ1],Γ[χ],Γ[χ])则 ¬ψ ∈ Γ[χ]且存

在 Γ′[χ3] ∈W e：Oe(∆[χ1],Γ[χ],Γ
′[χ3])且 ψ ∈ Γ′[χ3]。

引理 3.5 (真值引理). 令 M e = (W e, Oe, V e) 为典范标准模型。则有：对任意的

φ ∈ LS 以及 ∆[χ1] ∈W e，M e,∆[χ1] |= φ当且仅当 φ ∈ ∆[χ1]。

证明. 只考虑模态公式 φ = ⟨S⟩ψ的情形，其他情形略。
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(⇒) 若 M e,∆[χ1] |= ⟨S⟩ψ，则存在 Γ[χ] ∈ W e 使得 Oe(∆[χ1],Γ[χ],Γ[χ]) 且 [
M e,Γ[χ] |= ψ，或者对任意 Γ′[χ2] ∈W e，Oe(∆[χ1],Γ[χ],Γ

′[χ2])蕴涵M e,Γ′[χ2] |=
¬ψ]。据归纳假设，存在 Γ[χ] ∈ W e 使得 Oe(∆[χ1],Γ[χ],Γ[χ])且 [ ψ ∈ Γ[χ]，或

者对任意 Γ′[χ2] ∈ W，Oe(∆[χ1],Γ[χ],Γ
′[χ2])蕴涵 ¬ψ ∈ Γ′[χ2]]。从命题 3.11可

得 ⟨S⟩ψ ∈ ∆[χ1]。

(⇐) 若 ⟨S⟩ψ ∈ ∆[χ1]，根据引理 3.4，存在 Γ[χ] 使得 Oe(∆[χ1],Γ[χ],Γ[χ]) 且 [
ψ ∈ Γ[χ]，或者对任意 Γ′[χ2]，O

e(∆[χ1],Γ[χ],Γ
′[χ2]) 蕴涵 ¬ψ ∈ Γ′[χ2]]。即有

存在 Γ[χ]，Oe(∆[χ1],Γ[χ],Γ[χ]) 且 [ M e,Γ[χ] |= ψ（归纳假设），或者对任意

Γ′[χ2]，O
e(∆[χ1],Γ[χ],Γ

′[χ2])蕴涵M e,Γ′[χ2] |= ¬ψ（归纳假设）]。根据语义定
义，M e,∆[χ1] |= ⟨S⟩ψ。

从真值引理易得如下推论。

推论 6. 对任意 ∆[χ1],∆[χ2] ∈ W e 以及任意 φ ∈ LS , M e,∆[χ1] |= φ 当且仅当

M e,∆[χ2] |= φ。

证明. 假设∆[χ1],∆[χ2] ∈W e且 φ ∈ LS 都是任意的。M e,∆[χ1] |= φ，当且仅当

φ ∈ ∆[χ1]（引理3.5），当且仅当 φ ∈ ∆[χ2]（带标签的极大一致集的定义），当

且仅当M e,∆[χ2] |= φ（引理 3.5）。

定理 3.6 (标准框架完全性). ICST4对于满足自反与传递关系的标准框架类19是强

完全的。

证明.（证其逆否命题）令 Ω ⊬ICST4 φ，则 Ω ∪ {¬φ}是 ICST4-一致的。将其生成
为一个极大且 ICST4-一致的集合 Ω′，再据引理 3.5，M e,Ω′[⊤] |= ¬φ（据推论 4，
Ω′[⊤]是可允许的），故有 Ω ̸|= ¬φ。同时，我们也在命题 3.9中证明了M e是满足

自反性与传递性的标准模型，故该定理得证。

根据定理 3.1，可进一步证明基于秘密框架类（二元关系的克里普克框架）上
的完全性结果。

定理 3.7 (完全性). ICST4是对任意满足Ra-自反性（∀xRa(x, x)）以及Ra-传递性
（∀x∀y∀z((Ra(x, y) ∧Ra(y, z)) → Ra(x, z))）秘密框架而言是强完全的。

证明. 根据对定理 3.6的证明，有M e,Ω′[⊤] |= ¬φ。进一步，Tr(M e),Ω′[⊤] |= ¬φ
（定理 3.1）。再证 Tr(M e)是一个满足 Ra-自反性与 Ra-传递性的秘密模型。
（Ra-自反性）根据命题3.9(3)可知，对任意∆[χ] ∈W e：Oe(∆[χ],∆[χ],∆[χ])。

故据定义3.5，有 ∆[χ]Ra∆[χ]。

（Ra-传递性）令有∆[χ1],Γ[χ2],Ω[χ3] ∈W e，∆[χ1]RaΓ[χ2]以及Γ[χ2]RaΩ[χ3]。

据定义 3.5，则有Γ′[δ′],Γ′′[δ′′] ∈W e使得Oe(∆[χ1],Γ[χ2],Γ
′[δ′])且Oe(Γ[χ2],Ω[χ3],

19分别为 ∀xO(x, x, x)与 ∀x∀y∀z((O(x, y, y) ∧ O(y, z, z)) → O(x, z, z))。
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Γ′′[δ′′])。从而有 Oe(∆[χ1],Γ[χ2],Γ[χ2])且 Oe(Γ[χ2],Ω[χ3],Ω[χ3])（命题 3.9(1)），
据 Oe-传递性，有 Oe(∆[χ1],Ω[χ3],Ω[χ3])，再据定义 3.5有 ∆[χ1]RaΩ[χ3]。

3.4 ICST4的讨论

根据命题 3.5可知，5公理在 ST系统下不一致，故有：ICST5以及 ICST45
系统都是不可靠的系统。即 ICST4系统是（Ra与Rb）自反的秘密逻辑系统 ICST
在知识公理下极大一致的扩展，秘密模态对负自省公理不保持有效性。本文证明

了秘密逻辑系统 ICST4在 Ra-自反且 Ra-传递的框架类（S4）上是有效的，但基
于等价框架（S5）上的秘密逻辑系统（不含 5公理）还有待进一步研究，其主要难
点在于秘密模态的 5公理（¬Saφ → Sa¬Saφ）在 S5模型上不是有效式，在纯秘
密逻辑 LS 上，欧性或对称性是否可以被刻画还有待进一步分析，需要考察纯秘
密逻辑的表达力问题等。[12]给出了 ECK与 EK系统邻域语义上的完全性证明，
但没有给出 ECK4系统的完全性证明。ICST4系统可以看成是对 ECKT4系统的
简单扩展（将其等值替换规则 RE替换成了插值规则 I，再额外引入了 S公理）。20

（带标签的）典范模型方法或许也可以用于对 ECKT4系统完全性的构造与证明。
本节参照知识逻辑公理系统 S5，对（单主体系统）纯秘密逻辑扩张进行了讨

论。ICST4在 S4系统下是可靠完全的。文中涉及的“主体 b”可以看成任意不同

于 a的主体，且 ICST系统在 Ra-自反与 Rb-自反的克里普克框架类下是可靠且强
完全的（Rb-自反的框架与非Rb-自反的框架逻辑等价，见 [16]）；但我们不能断定
ICST4系统在 Ra 与 Rb 都自反且传递的框架系统下是完全的（可能不是完全的，

因为Rb-传递框架与非Rb-传递框架在语言 LS 下并不逻辑等价），我们猜测 LS 语
言是无法刻画 Rb-关系的（因为没有直接反映 Rb 关系的模态公式，如 Sbφ），讨

论所有主体认知关系都是自反且传递的逻辑系统，需要放开对确定单主体的限制，

允许有形如 (Saψ ∧Sb¬ψ)、SaSbφ等表达式，其对应公理系统则应是 ICST4上的
扩展。我们将纯秘密逻辑的多主体扩张与 S5框架下的公理系统留作未来的工作。

4 结语

从分析“秘密”概念的不同层次理解入手，本文引出了“独知”概念，并在

知识逻辑的基础上定义了独知逻辑。我们使用Oaφ来表示 φ为主体 a所独知，从

而可以用 KaOaφ和 KaOaKaφ来分别表示“φ是 a的秘密”与“Kaφ是 a的秘

密”。并论证了独知逻辑语言 LKO 比纯秘密逻辑语言 LS 有着更强的表达力，它
可以用于研究多主体系统（尤其是无穷主体系统）下的含有知识模态的秘密逻辑

（LSK）。在无穷主体集下，我们给出了独知逻辑可靠且强完全的无穷公理系统（系
统中包含一条无穷规则 DeR）。类似的，在无穷主体集下，秘密逻辑 LSK 与独知
逻辑一样，也是非紧致的，因而独知逻辑的无穷证明系统可作为 LSK 的无穷公理

20从 IC可推出 K公理与 RE规则（见 [16]）。
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系统的参照。有穷主体集下，独知逻辑可归约为知识逻辑。无穷主体集下，独知

逻辑的有穷公理系统及其完全性问题也是一个有趣的议题，除了 [15]给出的随机
命题网络宣告逻辑（APNAL）的无穷公理系统，[3]也给出了随机公开宣告逻辑
（APAL）的无穷公理系统，但关于 APAL这类逻辑的有穷公理系统还有待研究。21

另外，与纯秘密逻辑类似，（不包含知识算子）的纯独知逻辑的公理系统也有

待研究，我们可以参考对二元关系“打包”的标准模型来讨论纯独知逻辑的典范模

型。但这一方法并不是可直接套用的，现有的标准模型中O(w, u, v)是形如 wRau

且 uRbv 的复合，与秘密模态的语言定义密切相关。但独知模态的语义要求我们

关注的是形如 wRau与 wRbv上的关系，现有标准模型的定义并不符合语义要求。

值得注意的还有，纯独知逻辑与纯秘密逻辑在公理系统上有何异同也是有待研究

的议题。在纯独知逻辑系统中，形如 C公理 (Oaφ ∧ Oaψ) → Oa(φ ∧ ψ)、S公理
Oa⊤ ↔ Oa⊥都是有效的；I规则：从“φ→ ψ,ψ → χ”推出“(Oaφ∧Oaχ) → Oaψ”

则是保有效的。形如单调性规则：如从 φ → ψ 推出 Oaφ → Oaψ 不是保有效的，

C公理的逆命题 Oa(φ ∧ ψ) → (Oaφ ∧Oaψ)也不是有效式等，这些都与纯秘密逻
辑的性质是一样的。纯独知逻辑的公理系统及其与纯秘密逻辑系统间的异同有待

进一步研究。

本文的另一个主要工作是推进了纯秘密逻辑公理系统上的扩展。我们给出了

单主体纯秘密逻辑的公理系统 ICST4，使用“标准模型”与“带标签的典范模型”
证明了其完全性，并通过模型翻译，证明了 ICST4在 Ra 自反和 Ra 传递的框架

下是强完全的。这些技术方法并不是对 [16]中方法的直接套用，我们重新定义了
标准模型上的“典范关系”，构造了能够扩展为“典范标准模型”的预模型，完

成了有穷公理系统 ICST4完全性的证明。这样使用“标签”扩展典范世界、构造
标准模型“打包”可及关系以及给出标准模型与克里普克模型间的翻译等技术方

法对“多主体关系互动”的认知模态公理系统证明有着一定的启发意义。进一步，

我们还论证了 ICST4系统的扩展 ICST45是不可靠的。是否还存在对 ICST4可靠
的真扩展、ICST4是否在等价框架上也是完全的、纯秘密逻辑系统的多主体扩展
等问题则有待进一步研究。
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On the Logic of Exclusive Knowing and Secrets

Zuojun Xiong

Abstract

“Exclusive knowing” refers to what is known only by a single individual, serving as
a necessary condition for that individual to know a proposition secretly. This paper dis-
cusses the modality of “exclusive knowing” and its axiomatisation based on epistemic
logic, and further extends the secret logic by constructing an exclusive knowing logic
based on the S5 system and a pure secret logic based on the S4 system. Regarding exclu-
sive knowing logic, its non-compactness under an “infinite set of agents” is demonstrated,
and a sound and strongly complete “infinitary axiomatisation” is provided. In terms of
secret logic, building upon the pure secret logic (finitary) axiomatisation ICST (without
the knowledge operator) from a single-agent perspective, this paper extends it with the
positive introspection axiom (axiom 4), resulting in the ICST4 system. The complete-
ness of this system over reflexive and transitive Kripke models is proven using canonical
standard models and translations. Finally, the paper discusses potential extensions re-
lated to exclusive knowing logic and secret logic.
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