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论绝对的与相对的直谓主义

刘力恺

摘 要：本文的主要任务是辩护王浩接受迭代归纳定义的广义直谓主义的合法性。通

过回顾直谓主义的历史，本文发现直谓主义起源的多样性导致了绝对的和相对的直谓

主义的区分。这一区分不仅为拓展标准直谓主义提供了充分的动机，也为辩护王浩广

义直谓主义提供了论证框架。如果直谓主义必须绝对，根据王浩直觉与理想化的辩证

法，接受迭代归纳定义是拓展直谓主义最自然和最终极的方法。如果直谓主义可以相

对，根据迭代归纳定义方面的工作，王浩的直谓主义是相对于第一个递归不可达序数之

下的所有序数而言的。因此，王浩的思想在这两种情形下都是某种直谓主义。在这两种

情形中仍有一些问题需要处理。在第一种情形中，需要修改恶性循环原则以兼容归纳

定义，但这十分困难。在第二种情形中，需要付出一些额外的本体论代价，但这会带来

积极的后果：在数学上能保证大部分主流数学的一致性；在哲学上能助力王浩将构造主

义与柏拉图主义融合的新概念论方案顺利实施。
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1 直谓主义的历史源头

直谓主义（Predicativism）是为解决集合论悖论而产生的数学哲学思想，其核
心主张是：只有遵循（禁止）恶性循环原则（简称 VCP）的聚合才是集合。本节
将简要回顾直谓主义的早期发展史，更具体地回答直谓主义是什么的问题。

本文所讨论的“直谓”一词最早出自罗素。众所周知集合论悖论之所以产生，

是因为错误地认为所有命题函项都能定义集合。罗素主张只有简单而非深奥的命

题函项才能定义集合，而这种能定义集合的函项被他称为直谓的。（[32]，第 74
页）但罗素并不能回答什么函项是简单的，只知道简单函项经有限次布尔运算后

仍是简单的。

所有“有限个法语单词定义的十进制小数”组成的聚合 E成为了这个问题的

突破口。理查德利用对角线方法从 E 定义出一个数 N 满足 N ∈ E ∧N /∈ E，但

他认为这个矛盾是表面性的，因为 N 的定义要有意义当且仅当 E 是被彻底定义
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的。假设我们把N 添入 E中，利用同样的方法又可以从 E ∪ {N}定义出与N 类

似但不等于N 的数N ′，这就表明 E永不可能被彻底定义。（[30]，第 143–144页）
按康托尔对集合元素确定性的要求，E 不是集合，因为它是未完成和不断变

动的；相应地 N 的定义也是非法的，因为它涉及了未完成的 E 的全部元素，而

涉及一个元素未定的聚合的全部元素是不可能的。庞加莱称 N 的定义是恶性循

环的，并进一步指出应该被视为非直谓的定义是那些包含恶性循环的。（[27]，第
1063页）换言之，罗素所说的“简单”应该就是不恶性循环。
罗素很快接受了庞加莱的建议，并首次表述了 VCP：“任何牵涉一个表面变

元的东西一定不是该变元可能的值之一。”（[33]，第 289页）表面变元即被量词
约束的变元，通过量词可以涉及其约束的变元的所有取值。因此 VCP独立于形式
语言的一般表述为：“任何牵涉一全体者必不是该全体的一员”（[33]，第 289页）
或“没有总体可以含有只能通过该总体定义的元素”（[31]，第 601页）。罗素还
将其精细为了针对集合的版本：“‘任何涉及一个聚合的全部元素者，必不是该聚

合中的元素’；或者反过来说：‘如果假定一个聚合有一个总体，且它有只能通过

该总体定义的元素，那么所说的聚合就没有总体。’”（[31]，第 591页；[46]，第
37页）庞加莱（1912）也给出了与罗素类似的表述。（[15]，第 153页）
罗素将命题函项视为该函项所有值的总体，于是运用 VCP可得，一个命题函

项的值（即命题）中不能有只能通过该函项定义的组分。据此在形如 ϕx的表达式

中，如果 x的值牵涉了函项 ϕx̂，ϕx将不表达命题。从而诸如 ϕ(ϕx̂)等并不表达命

题，大部分因自我指涉而生的悖论获解。（[46]，第 40页）ϕx不表达命题，即 ϕx

没有真假或者说没有意义，从而可以引入命题函项 ϕx̂的意义域 {x | ϕx有真值}
这一概念。意义域形成类型，x的类型即 {y | ∀ϕ(ϕx有真值→ ϕy有真值)}。（[34]，
第 523页）具体有哪些类型则与表面变元密切相关。考虑 ∀xϕx，其中 x的取值范

围显然不是任意的而应该是 ϕx̂的意义域，于是罗素规定“每当一个表面变元出

现在命题中时，这个表面变元的取值范围就是一个类型，这个类型被其中‘所有

值’都被考虑的函项确定。”（[31]，第 601页）此外 ∀xϕx表达的命题断定了 ϕx̂

的所有值（[46]，第 41页），从而牵涉了 ϕx̂本身，因此任何含有 ∀xϕx的表达式
的所指一定不在 ϕx̂的意义域中。基于这些罗素将其类型学说的基本原则总结为：

任何涉及某一类型全体的表达式，若有所指，一定指称某个比其涉

及的所有对象的类型更高的东西。在涉及某一类型全体的地方，存在一

个属于该类型的表面变元。因此任何含有表面变元的表达式都具有比该

变元更高的类型。 （[31]，第 624页）

根据上述关于表面变元的原则，可划分出个体（零阶）、一阶函项与命题、二

阶函项与命题……这样的层级，这里的阶的含义与当下熟知的相同。另外根据函

项自变量所属层级的不同，也可以将函项划分为另一种层级，以一元函项为例，可
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分为个体的函项、个体函项的函项……将这两种层级相结合，就得到后世所称的

分支类型论。但具体如何结合，历来有争议，本文按下不谈。重要的是罗素基于

此又提出了一种新的直谓概念，设函项 ϕ的自变量的阶数的最大值为 n，若 ϕ是

n+1阶函项，则是直谓的，否则非直谓。（[31]，第 607页；[46]，第 53页）以上
两种直谓概念是否统一，取决于分支类型论的类型层级是如何划分的。本文讨论

的是第一种直谓概念。

分支类型论做数学的能力极其有限，因为大量基本的数学结果都违反 VCP。
例如当我们写下数学归纳法 ∀ϕ(ϕ0 ∧ ∀n(ϕn → ϕn+ 1) → ∀nϕn)时，我们本意是
要量化所有一元函项 ϕ，但按罗素的类型论实际上只能量化某一阶的所有 ϕ，否

则将违反 VCP；实数的确界原理也面临同样的问题。换一种角度讲，自然数总体
和实数总体的定义都违反 VCP从而是非直谓的。因为自然数总体是最小归纳类，
这个最小类必须通过其所在总体即归纳类的总体来定义；假设用戴德金分割（沿

<向下封闭、有上界、无最大元的非空有理数集）来定义实数，那么实数一方面

是有理数总体的幂 ℘(Q)的元素，另一方面又必须通过 ℘(Q)定义，故非直谓；此

外 ℘(Q) = {X | (∀x ̸∈ Q)x ̸∈ X}也非直谓，因为 ℘(Q)是 Q的绝对补的元素；用
柯西列的等价类定义实数也面临同样的问题；实数总体的非直谓性自不必说了。

为解决上述“本该属于同一意义域的对象却因阶的不同而分属各异”的问题，

罗素引入了可化归公理：任何函项都形式等价于某个直谓函项（此处指罗素的第

二种直谓概念）。（[46]，第 56页）但是可化归公理要想成立，惟有把量词统统理
解为无穷合取或析取。因此引入该公理并非良好的解决之道。

由于无法直谓地定义自然数总体和证明数学归纳法，分支类型论无法实现逻

辑主义计划，庞加莱正是抓住这一点批驳逻辑主义。（[27]，第 1065页）同时庞
加莱还主张一致性证明本质依赖于数学归纳法（[27]，第 1042页），所以希尔伯
特的有穷主义计划也是不可能的。庞加莱认为数学归纳法是先天综合判断（[27]，
第 1059页），我们是通过某种算术直觉把握此原理，同时这种直觉还使我们能把
握不定迭代、潜无穷、依此类推、“懒惰之点”等概念。（[15]，第 107页）通过
算术直觉，可以得到作为潜无穷的自然数总体；将此直觉运用至极可得所有有理

数，而无理数则需通过几何直觉得到。几何直觉使我们能把握原则上没有空隙的

直线，当有理数被排成稠密的线序时，这种直觉使得我们有理由引入无理数去填

补有理数间的空隙。（[15]，第 123页）几何直觉保证了所有实数的存在，但并不
保证实数集合这个非直谓的多上之一存在。庞加莱的这些思想预告了接受自然数

总体的直谓主义的诞生。

外尔在某种意义上具体实现了庞加莱上述零散模糊的思想。外尔认为“任意

集合”以及基于此的函数概念都是模糊不清的柏拉图主义概念，奠基其上的经典

分析学置身天国之中，其基础面临恶性循环的风险。（[45]，第 44页；[1]，第 28
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页）外尔的目标是用构造性的方法重建分析学大厦。无独有偶，外尔考虑的也是

类似于罗素的直谓主义和类型理论。（[45]，第 28–32页）但外尔不是逻辑主义者，
所以他允许一些初始的非逻辑对象，其类型论的最低层级是根据需要而定的不同

范畴的个体，这些范畴称为基本范畴，并且自然数所属的范畴 N一定是基本范畴；
同时还有一些定义在基本范畴上的初始关系，其中包括 N上的后继关系 S，结构
⟨N, S⟩为数学的绝对运算范围；数学归纳法和递归方法也一并被承认。（[45]，第
25、28页）

聚合是函项的外延，外尔规定初始关系和那些无量词或只量化基本范畴的函

项的外延是确定的（也就是直谓的）。（[45]，第 42–43页；[1]，第 33页）量化一
个确定的外延可以得到确定的值，而任何涉及到量化一个不确定外延的定义都应

被拒斥为非直谓的。（[1]，第 30页）这种用外延是否确定来判定是否直谓的方法
很契合庞加莱对理查德悖论的分析以及庞加莱（1909）的看法：一个定义就是一
个对对象的分类，直谓分类就是不会因新元素的引入而紊乱的，非直谓分类会因

新元素的引入被迫永不停歇；换言之一个定义是直谓的如果它定义的聚合是稳定

不变的。（[6]，第 428–429页）庞加莱说非直谓的聚合并非不存在，而是边界不确
定的；（[27]，第 1066页）外尔则进一步细化了非直谓聚合的分类，一种是像实
数聚合 R这样外延不确定但对任一对象是否是其元素有确定回答的（因为按外尔
的方式定义每一具体的实数只需量化外延确定的 N），这是把 R视为潜无穷，它
确实是开放的；另一种是像 R上的全体连续函数的聚合 C0(R)这样通过量化外延
不确定的 R定义的，其问题不仅是开放，而是非法的，有产生悖论的风险。（[1]，
第 30–31页）

由于直接承认了 N，外尔的直谓分析理论显然远强于罗素的分支类型论（无
可化归公理），其具体形式化见阿弗隆的WA；同时WA也不弱于二阶算术子系统
ACA（[1]，第 32–34、37页），故可实现大量经典分析的定理（但确界原理依然
只能以一种弱的形式成立）（[36]，第 105–107页）。然而外尔对 VCP的逻辑刻画
与罗素并无根本差别，也是对量化范围作限制，如此其实没有体现出庞加莱-外尔
以不变性为基础的直谓主义（Predicativity as Invariance）的特别之处。根据克雷塞
尔-费夫曼 60年代的工作，也有不少直接对不变性进行逻辑刻画的工作，阿弗隆
的新系统 PW（[2]，第 58–59页）就刻画了这种直谓主义，本文按下不表。

罗素和庞加莱-外尔实际刻画出的直谓主义大体上是一致的，并且隐藏在直谓
思想背后的是他们共同的构造主义的旨趣，也就是从一些基本的材料出发自下而

上用已构造的东西构造新的东西，这表现在量词的取值范围中都是先前定义好的

东西。外尔是从 N出发至多用了一点点无穷手段去构造其他数学对象。罗素则主
张无类论，不预设任何逻辑之外的东西，先逐层构造命题函项，然后把类归约为某

种述说命题函项的方式，最后用类逻辑地定义数学对象，这显然是构造主义。他
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们之间的根本矛盾出在本体论和目的论上。罗素希望以唯名论的方式实现逻辑主

义。而作为半直觉主义者的庞加莱和外尔则明确反对数学可还原为逻辑，主张数

学为自己奠基，要实现此目的必须预设少量的无穷对象存在，这种预设的合理性

则由逻辑主义致力于消除的康德式直观保证。N被引入直谓主义就归根于此，虽
然它只能被非直谓定义，但由于已经预设其存在，故非直谓定义只是对其的描述

而非构造，从而并未违反 VCP，这是拉姆塞（[28]，第 41页；[17]，第 128页）早
已讲明的道理。但 N本质上与直谓主义无关，这就为直谓主义的绝对与相对之分
埋下了伏笔。

2 标准直谓主义的坚固性与相对性

随着庞加莱逝世、外尔彻底转向直觉主义、罗素不再从事逻辑研究，1920-1950
年直谓主义的研究陷入停滞状态。直到 50年代，“以洛伦岑为代表的工作给普通
数学的直谓基础重新带来了希望。”（[39]，第 624页）在外尔的理论中，数集的
确界的阶数一定高于该集合元素的阶数，所以确界原理无法成立。洛伦岑本质上

引入了第 ω阶来解决问题，因为第 ω阶是所有有穷阶的并，故不同阶的实数都会

在第 ω阶出现。由此洛伦岑用构造主义方法成功证明了经典分析的一系列奠基性

定理（包括实数完备性、紧致性的系列定理）。（[21]，第 12–24页）引入超穷阶
的方法最早出自费奇，他在证明分支类型论一致性时引入到了第 ωω 阶来部分代

替可化归公理的作用。（[14]，第 149页）但罗素不会接受超穷阶，因为指标 ω是

非直谓的，进而“可数并”这个操作不是直谓可接受的。但对接受 N的直谓主义
者来说，ω 是直谓可接受的。在此基础上我们会追问哪些超穷序数是直谓可接受

的？这便是 1950-1970年直谓主义的核心议题——直谓性问题。
直谓性问题之所以重要与哥德尔密切相关。他为证明连续统假设的相对一致

性而构造的可构成集宇宙 L，正是对分支类型论的超穷推广。（[17]，第 136页）L
虽然是构造的，但却不是直谓的，因为哥德尔借用了所有经典序数，但反过来说

一旦确定了哪些序数是直谓可接受的，直谓集的宇宙也就随之确定了，换言之只

要清楚把握住了直谓序数，就清楚地把握了直谓概念。但是王浩指出这里存在一

个循环：为了确定直谓集的范围，必须先拥有直谓序数的确切概念；而为了获得

此确切概念，又必须先确定直谓集的范围。（[40]，第 579页）
为消除这个困难，王浩提出了自动膨胀方法，即交错地构造直谓集和直谓序

数：首先规定所有 < ε0的序数都是直谓的；若 α是直谓序数，则 Σα中可定义的

任何序数 β 也是直谓的。（[40]，第 579页）其中形式系统 Σα 是王浩提出的构造

性理论，它实质上是对可构成集 Lω+α的公理化。（[40]，第 565–566页；[11]，第
605页）序数 β在 Σα中可定义的意思是，存在 Σα的语言可表达的关系 R，使得
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Lω+α |=“R是良序”，并且 R的序型是 β。（[11]，第 605页）Σα 中可定义的序

数的总体一定包含< α的序数的总体，如果 β(> α)是 Σα可定义的，便继续考虑

Σβ 可定义的东西，此所谓自动膨胀。如此直谓性问题便转化为了求自动膨胀方法

的极限。斯派克特（1957）利用高阶递归论的有关结果证明：自动膨胀得到的直
谓序数恰好是那些小于丘奇-克林尼序数 ωCK

1 的序数1；（[11]，第 605页）直谓集
的聚合 LωCK

1
恰好是超算术的纯粹集合的聚合。（[12]，第 394页）

克雷塞尔认为王浩对自动膨胀的要求太弱，除了要求 β 是 Σα 可定义的良序

关系R的序型，还应要求Σα可证明R确实是良序。（[20]，第 297页）设一给定的
良序R的序型为 |b|，Σα证明R是良序是指，Σα证明R是线序且 {k ∈ N | k ≺ b}
是良序集。后半部分即证 Σα ⊢ ∀Xα(∀x((∀y ≺ x)y ∈ Xα → x ∈ Xα) → (∀k ≺
b)k ∈ Xα)，将这个公式记为 ∀XαTI(Xα, b)，它其实就是到序数 |b|的超穷归纳法。
为了与王浩相区别，我们将克雷塞尔的加强版自动膨胀称为自主前进。

自主前进是否比自动膨胀合理呢？费夫曼指出 LωCK
1
显然只能被非直谓定义，

因而只是非直谓者眼中的直谓宇宙。（[7]，第 10页）直谓主义者因为没有归纳定
义这样的非直谓手段，所以永远无法把握直谓宇宙的全貌。另外良序这个概念也

是非直谓的，解决这个问题的办法是直谓地证明某良序确实是良序。（[11]，第 606
页）因为刻画直谓数学的形式系统（如 Σα）显然是直谓构造的，这可以被直谓

主义者把握。王浩则认为这种观点是将知识的要求强加于真理之上（[41]，第 128
页），即混淆了可知性和存在性。一个序是不是良序乃是客观的，不取决于能否直

谓地证明，或者说直谓主义者知不知道它是个良序。但是此处的客观意指着某种

柏拉图主义，而正如费夫曼指出的那样，直谓主义者仅接受 N这个实无穷，这并
不蕴含他们接受良序这个非直谓概念。（[11]，第 606页）双方争论的焦点其实是
直谓主义者能否跳出直谓主义从外部把握直谓概念。王浩作为一个尊重所有已知

知识、中立看待数学哲学争论的事实主义者，自然认为可以。但如果要一贯地坚

持直谓主义，自主前进显然更加合理。

克雷塞尔以后，直谓性问题事实上变成了求自主前进的极限。由于王浩说 Σ0

所处理的既可以是所有从空集出发构造的有穷集也可以是 N（[40]，第 565页），
加之证明一个序确实是良序，需要证明一个二阶算术公式，故不妨考虑一个分支

的二阶算术系统 RA =
∪

a∈O RAa 作为 Σ =
∪

α<ωCK
1

Σα 的算术解释。为了方便，

1ωCK
1 既是最小的非递归序数也是最小的非构造性序数。递归序数即有穷数或 N上递归良序的序型。构造性

序数编码的集合 O 及其解码函数 | · | 递归定义为：（1）0 ∈ O 且 |0| = 0；（2）若 a ∈ O 则 2a ∈ O 且
|2a| = |a| + 1；（3）若对任意 n ∈ N 都有 {e}(n) ∈ O 且 {e}(n) ≺ {e}(n + 1)，则 3 × 5e ∈ O 且
|3 × 5e| = supn∈N  |{e}(n)|。其中 O上的序 ≺保持序数上的序关系。（[7]，第 14页）构造性序数与可数序数
在构造上的差别仅在于，当通过取序列的极限得到极限序数时，此时的序列要是可计算的。

克林尼以 O为指标集构造了一个图灵跳跃生成的层级：H0 = ∅，H2a = H′
a，H3×5e =

∪
n∈N H{e}(n)。

超算术集，即可以图灵归约到某个Ha(a ∈ O)的集合。克林尼（1955，1959）证明超算术集的全体 HYP = ∆1
1 =

L
ωCK
1

∩ ℘(N)。（[11]，第 604–605页）
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舒特考虑了矢列系统 RA∗（[35]，第 200页；[7]，第 16、18、21页），其中 ω规则

代替了 RA∗中的完整归纳模式。自主前进可得的序数通过如下方式严格定义：所

有小于 ω2的序数都相对于 RA∗自主；若有 RA∗ ⊢η
ρ ∀X1TI(X1, a)，且推导高度 η

和切割秩 ρ都是小于 |a|的自主序数，则 |a|也相对于 RA∗自主。舒特（1965）证
明最小的非自主序数 Aut(RA∗) = Γ0。

2（[35]，第 217–218页）

在舒特这里自主前进变为了可以用高度和切割秩都被证明为直谓的证明树去

证明更大的序数也是直谓的，较难看出与原版自主前进的联系。几乎与舒特同时，

费夫曼考虑了一个不分支的二阶算术子系统∆1
1-CR，即把二阶算术的概括公理模

式限制为超算术概括规则：如果 Π1
1 公式 ϕ 等价于某个 Σ1

1 公式，那么 ∃X(x ∈
X ↔ ϕ)。接着费夫曼通过逐层添加形式化的 ω规则定义了一个系统层级：HC0 =

∆1
1-CR；HC2a = HCa + ∀xBewHCa

(⌜ϕ(ẋ)⌝) → ∀xϕ(x)；HC3×5e =
∪

n∈NHC{e}(n)。

然后令 0相对于 ∆1
1-CR自主；若 |b|自主且 HCb ⊢ ∀XTI(X, a)，则 |a|也相对于

∆1
1-CR自主。（[7]，第 19–21页）如此定义更契合原版自主前进的形式，费夫曼证
明这种情况下的最小非自主序数 Aut(∆1

1-CR) = Aut(RA∗) = Γ0。（[7]，第 23页）
同时易得 HC≺Γ0

=
∪

a≺Γ0
HCa等价于 RA≺Γ0

。

费夫曼还证明 HC≺Γ0
（不妨将 Γ0的编码就记作 Γ0）等价于∆1

1-CR+归纳-递
归规则：若有 ∀XTI(X, a)，则到 |a|的完整超穷归纳和 Π1

0超穷递归模式成立；此

系统记为 IR，其证明论序数恰好是 Γ0。（[7]，第 26–27页）IR这个不分层的系
统方便地刻画了直谓可证性的极限。一个系统如果与 IR 证明论等价且能证明相
同的算术公式（Π0

∞）那就是局部直谓的。为了避免使用非直谓的序数和良序等概

念，费夫曼后来又构造了带函数变元的直谓二阶算术系统 P（及其辅助系统 ∃/P），
并证明 P局部直谓，且能识别所有 < Γ0的序数。（[9]，第 68、75–78、89）针对
集合论，费夫曼也构造过一个无需分层的系统 PS，主要特征是无幂集公理，并限
制分离和替换公理；但 PS比可允集合论 KPω弱，只是 IR的保守扩充，故也局部
直谓。（[8]，第 486–488页）

费夫曼定义的局部直谓系统直观上就是对只接受自然数总体即其上的完全归

纳模式后还应该接受的东西的极限刻画。更一般地，费夫曼（1996）发明了形式系
统 S的完全展开（unfolding）U(S)来回答“如果接受系统 S，那么哪些操作和谓词，
以及哪些关于它们的原则也应该被接受？”（[11]，第 616页）费夫曼证明 U(NFA)
是局部直谓的（[11]，第 618页），其中 NFA相当于只含后继和前驱运算的一阶算
术。在相信费夫曼对 U(S)的定义合理的前提下，这一结果意味着费夫曼-舒特对直
谓性的分析已经完全把握住了那些内在于自然数结构和完整归纳模式中的东西。

费夫曼深耕直谓主义四十载，尝试过从不同角度刻画直谓主义，寻找其极限，

2费夫曼-舒特序数 Γ0 = min{ξ | φξ(0) = ξ}，维布伦函数 φα(β)递归定义为：φ0(β) = ωβ；φα+1(β) =

“φα(ξ) = ξ”的第 β 个解；若 δ极限，φδ(β) = supα<δ φα(β)。
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但是殊途同归，费夫曼找到的系统都不约而同地满足他定义的局部直谓性。这就

得到一个类似于丘奇-图灵论题的结论，即 RA≺Γ0
确实是对接受自然数总体的直

谓主义的极限的标准刻画（不妨称其为 Γ0论题）。纵然直谓性这个概念并不清晰，

但我们似乎已经在某种意义上清楚地把握住了它，这就好比我们没有任何方法定

义什么是可计算的，但我们尝试用各种不同的手段试图去刻画它，这些刻画竟然

都等价，于是我们有理由相信我们已经清晰地把握住了可计算这个概念。

但不要忘记标准直谓主义是相对于非直谓的自然数总体而言的，在保持本体

论中立（即只承认有对象存在），并在严格意义上恪守 VCP 的情形下，必不可
能被视为绝对的直谓主义。尼尔森的《直谓算术》开篇直指一阶算术 PA的完整
归纳模式非直谓，加之他对指数运算直谓性的怀疑（因为证明一个有穷指数塔是

自然数要用归纳法），在本书中他仅在那些可被解释到罗宾逊算术 Q的理论中工
作。（[24]，第 1–2、9页）费雷拉证明卡尔马算术 I∆0 + exp确实无法解释进 Q
（[13]，第 313页），这说明尼尔森的直谓主义乃是某种严格有穷主义。布吉斯与哈
森证明 I∆0 + exp可被解释到无可化归公理的《数学原理》（[46]）系统的二阶片
段，若再加上超指数运算就解释不进去了。（[5]，第 1、13页）《原理》的高阶部
分虽然更强，但缺乏可化归公理时，证明论强度依旧很低，费奇仅用到 ωω的超穷

归纳法便证明了该系统的一致性。（[14]，第 149页）ωω是原始递归算术的证明论

序数，又考虑到《原理》含无穷公理，那么该系统应该是局部有穷主义的。以上

种种均说明绝对的直谓主义至少已经退守到了有穷主义的边缘，但这并不符合直

谓主义的初衷，于是拓展直谓主义便有了合理的动机。

3 接受自然数总体的绝对直谓主义

假设抛弃自然数总体 N是上帝给定的观点，那么 N只能是通过归纳定义得到
的，如果要将N接受为直谓的，那么最自然的想法是把归纳定义接受为直谓的，因
为追本溯源，只可能把定义 N的那种归纳接受为直谓的，才可能把 N接受为直谓
的。洛伦岑与麦希尔就支持从递归集出发，用显定义和归纳定义，且量词取值范围

限定在自然数集和此前得到的集合的可数总体上，来得到更多集合的方法是直谓

的，并且在他们看来这种方法已经穷尽了所有基于拒绝实无穷立场的方法。（[22]，
第 48页）换言之他们认为归纳定义乃是扩展直谓主义的终极手段，从而接受N的
绝对直谓主义就是接受归纳定义的直谓主义。

集合 A上的归纳定义被定义为一个单调算子 Φ: ℘(An) → ℘(An)，即对任意

S ⊆ T ⊆ An，都有 Φ(S) ⊆ Φ(T )。Φ的最小不动点 IΦ =
∩
{S ⊆ An | Φ(S) ⊆ S}，

这是 A 上对 Φ 封闭的最小关系。IΦ 是自上而下定义的，它也可以自下而上定

义：（基础步）I0Φ = Φ(∅)；（归纳步）IαΦ = Φ
(∪

ξ<α IξΦ

)
= Φ(I<α

Φ )；（封闭
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步）IΦ = I
<∥Φ∥
Φ ，其中 ∥Φ∥ = min{ξ | IξΦ = I<ξ

Φ }。可以证明 ∥Φ∥ 存在且小于
|A|+。（[25]，第 84–86页）

进一步考虑的是可用形式语言定义的归纳定义。称A上的归纳定义Φ是正初

等的，如果存在语言 LA中的 Π1
0公式 ϕ(X, x⃗, y⃗)（其中X 是 ϕ中唯一的二阶变元

且在 ϕ中正出现以保证Φ单调）和参数 a⃗ ∈ Am，使得对任意 S ⊆ An和 k⃗ ∈ An都

有，k⃗ ∈ Φ(S) ⇐⇒ A |= ϕ[S, k⃗, a⃗] ⇐⇒ : (k⃗, a⃗) ∈ ϕ(S)。称一个 A上的关系 R是

归纳的，如果存在上述的那种 ϕ和参数 a⃗使得 Rx⃗ ⇐⇒ (x⃗, a⃗) ∈ Iϕ。（[23]，第 9、
17页）如果只在自然数标准结构上考虑问题，那么斯派克特（1961）证明：(1)R是
归纳的当且仅当R是Π1

1的。(2)若归纳定义Φ是正初等的，则 ∥Φ∥ < ωCK
1 。（[25]，

第 91页）另外还可以证明若归纳定义 Φ是 Π1
1的，则 IΦ也是 Π1

1的，从而是归纳

的。（[23]，第 25页）这就意味着我们有可能运用一超算术的 Φ，在某构造性序数

步内，归纳定义出一非超算术集。从而接受归纳定义在可定义的意义上具有拓展

直谓主义的可能性。暂且不谈是否真的能拓展，先讨论是否能接受归纳定义。

归纳定义自上而下看显然是非直谓的；而自下而上看非直谓仅体现在封闭步

上，但是归纳定义出的集合的元素在基础步和归纳步就已全部给出，封闭步只是宣

布没有其他元素进入该集合，其作用在于把由基础步和归纳步生成的永无止境的

潜无穷序列固定为一稳定不变的实无穷。类比王浩的分析（[37]，第 536、540–541
页），基础步和归纳步已经隐定义了 IΦ，若要把此定义转化为显定义，必须引入 ω

规则的推广——∥Φ∥规则。王浩建议允许使用隐定义，因为这种定义在“本性之
光”下是无可争议的，无论它们变成显定义后是什么样子。（[39]，第 644页）本性
之光的作用就是使心灵能够把握 ∥Φ∥步的超穷构造，但是用这种神秘之物来辩护
明显是乏力的。况且心灵是否能把握超过 ε0步的构造相当存疑，哥德尔就说过我

们不可能一眼就把握住 ε0的良序结构，也把握不住 ω, ωω, ωωω

, . . . 这样幅度过大

的跳跃；而像 α到 α2这样能把握的小幅跳跃，需要重复 ε0次才能到达 ε0。（[16]，
第 273页）当然如果只接受显定义，那么王浩说必须修改 VCP使其能够容纳归纳
定义。（[39]，第 644页）

对于王浩来说，接受归纳定义，同他支持自动膨胀而非自主前进，实质是同

一的，即区分存在性和可知性（[41]，第 129页），允许跳到直谓主义之外来把握
直谓概念。假设通过基础步和归纳步已经直谓地得到一集合的所有元素，那么该

集合已然存在，而是否使用非直谓的封闭步来获知这一点，并不影响该集合的存

在性。支持王浩这种思想的是源自哥德尔的直觉与理想化的辩证法。按王浩的说

法，“直觉的标准是刻画我们强烈而稳定的信念的手段，而理想化的过程用以净化

和扩张我们的概念。”（[42]，第 230页）跳出直谓主义、允许一些非直谓手段就
是理想化的外推。

直觉与理想化的辩证法的艺术其实深受罗尔斯反思平衡和方法的教益。（[42]，
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第 326页）所谓反思平衡直观上可理解为当公共的道德直觉与规范性的道德原则
发生冲突时，应反复比较、相互修正，最终达到正义的平衡状态。对直谓主义概

念的清楚把握也应是反思平衡的结果。大多数直谓主义者直觉上认为 N是可接受
的，但 N的定义违反 VCP。如果放弃 N，那么所能得到的数学将比较贫乏，并且
这种直谓主义所处的“生态位”已被有穷主义占据，因此在这一点上已经无法退

让和妥协了。故而只能修改直谓的准则——VCP，但这种修改只能是略微的让步，
而不能是“举手投降”。让 VCP能容纳归纳定义是最自然的修改方式，因为 N就
是用这种方式定义的，并且该方法仅在将构造成果收集为总体时使用了非直谓手

段，加之使用此方法并不会超越可数、得到大多数直谓主义者绝不能接受的不可

数实无穷，因而只是有限度的妥协。妥协之后，不仅保住了 N，而且丰富了做数
学的手段，更多重要的经典数学成果得以保留，同时又没有接受不可数无穷，这

似乎达到了一种相对平衡的状态的，在这个意义上我们相对清晰地把握住了直观

中的那个绝对直谓主义概念。

那么该如何修改 VCP呢？哥德尔指出罗素实际表述过三种不同的 VCP：

(1) 没有总体可以含有只能通过该总体定义的元素。

(2)(3) 没有总体可以含有牵涉或预设了该总体的元素。（[17]，第 125页）

荣格认为预设即本体论依赖，而牵涉就是预设（[19]，第 61、73页），本文也采取
这种说法。

哥德尔认为预设形式的 VCP 比定义形式的更合理，且使得数学归纳法、确
界原理等原则不成立的恰恰是定义形式的 VCP。（[17]，第 127 页）预设形式的
VCP可以兼容归纳定义，下面以 N为例来说明为什么。N本质上只能定义为最小
归纳集，故必须通过归纳集的总体来定义。但是 N的存在并不需要预设归纳集总
体的存在，其只依赖于每个自然数的存在；而任何自然数的存在也无需预设 N的
存在，因为它们都是从 0出发经有限次后继运算得到的。同理归纳定义的集合 IΦ

的存在只依赖于其元素，也就是基础步和归纳步定义好的东西，而无需预设满足

Φ(S) ⊆ S的其他 S的存在；这样只要 Φ不违反预设形式的 VCP，IΦ也就不违反。
荣格认为预设形式的 VCP的一个简洁表述就是任何总体都是良基的。（[19]，

第 61页）这相当于集合论中的基础公理，或者等价地，集合的宇宙是累积分层结
构。而基础公理的作用正是排除 x ∈ x，x ∈ y ∈ z ∈ x这样在本体论上存在循环

的奇异集。然而为大多数直谓主义者所反对的幂集公理等原则与基础公理并不矛

盾，这意味着预设形式的 VCP限制度太低，并不能区分开直谓主义数学与经典数
学（柏拉图主义的）。或者说，直谓主义的基本准则不可能是预设形式的 VCP，决
定直谓主义特性的另有他者。

VCP旨在禁止恶性循环，而非一切循环。大抵有两种循环是恶性的：一是循
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环定义的循环；二是导致悖论的循环。第一种循环接近于预设形式而非定义形式

的 VCP所禁止的东西，毕竟主流并不认为自然数和实数的定义是循环的。罗素通
过禁止对总体的自我指涉，排除了第二种循环，但这无疑大大扩大了打击面，因

为数学中的大量非直谓现象均未显露出危害。通常认为罗素那个时代发现的悖论

的根源实质上在于通过总体的否定性的自我指涉。而归纳定义以及更一般地形如∩
x ∈ x的非直谓问题都不存在否定性自指。单就数学而言，策梅洛-弗兰克尔的

方案已经成功避免了上述否定性自指，完整地保住了经典数学，但却不符合直谓

主义的设想。

那直谓主义的内核到底是什么呢？在批判方面主要是反对集合实在论，即反

对集合独立于人类的定义和构造而存在的观点，而这种独立性经常为“任意集合”

这一概念所强调。（[7]，第 1页）因此直谓主义要反对“任意集合”，这就不难理解
为什么幂集公理、选择公理等必须是非直谓的，也不难理解为什么罗素、外尔都

要限制约束变元的取值范围。而在建构方面，直谓主义的背后是构造主义，正如韦

弗所说，其中心原则是集合必须从初始元素开始自下而上地逐步构造得到。（[43]，
第 1页）
韦弗认为“这种构造无需物理上可实现，但必须概念地定义，即构造过程必

须有一个完全清晰的心智图像。”（[43]，第 7 页）与庞加莱-外尔不同，韦弗允
许超穷步构造而不局限于有穷步。（[44]，第 2页）归纳定义的基础步和归纳步毫
无疑问是构造的，允许超穷步代替了非构造的封闭步的使用，这样归纳定义就是

一种构造方法。但关键还是步数问题，对超过 ε0步的构造还有完全清晰的心智图

象吗？完全清晰的心智图象也无非只是本性之光的另种说辞。如此一来又回到了

问题的原点。

对VCP的修改是一件相当困难的事。首先恶性循环就其字面意义而言与构造
主义无关，现行的 VCP与构造主义契合只是一种巧合，稍一放宽 VCP就容易违
反构造主义。其次对 VCP的逻辑刻画似乎绕不开对约束变元取值范围的限制，而
一旦采用这种方法，很容易又回到定义形式的 VCP；如果保持这种刻画而又要兼
容归纳定义，必须改变量词的语义，而改逻辑并不符合直谓主义的主张。正如人

类社会的复杂性导致正义概念难以确定一样，源流复杂的直谓主义同样难以反思

平衡出一个理想且精确的结果。既然如此难以处理，不妨采用一种更粗放的手段

来解决问题。

4 接受迭代归纳定义的相对直谓主义

费夫曼认为直谓主义是一个相对而非绝对的概念。这个概念适用于有关数学

基础的不同立场，这些立场可能有限地接受了某些实无穷，除此之外拒绝了其他
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领域中的一切实无穷。逻辑上的问题是准确刻画这些特定立场的极限。这项事业

对数学的潜在价值是，如果我们知道某些东西能在方法被限制的情况下证明，那

么我们将获知更多的东西。在哲学上它的价值在于提供了鲜明详实的解释去更精

准地给出支持或反对某个立场的论证。（[11]，第 620–621页）
在费夫曼看来只承认自然数总体就足够了。他说给定自然数的直谓主义应被

视为这样一种哲学，即在不假设比自然数的基本结构更多东西的前提下，如何离

开地面并保持数学地飞行的哲学。（[10]，第 ix页）费夫曼使用蒯因-普特南的不
可或缺论证（即应该承认那些自然科学不可或缺的数学实体及数学原则）为其观

点辩护。费夫曼发展了一个灵活的可变有穷类型的形式理论W去刻画外尔的直谓
理论。（[10]，第 274–279页）费夫曼证明几乎所有应用于自然科学的分析学知识
（包括泛函分析中的一些重要定理）都在W中可证；他还证明W是 PA的保守扩
充且二者证明论等价。这意味着如果相信自然科学，那么在本体论上我们需要承

诺的数学实体仅有自然数。（[10]，第 293–294、296页）因而标准直谓主义下的数
学已经足以应对现实世界的问题，再对其扩张只会引入无用的实体，从而把我们

引向柏拉图的天国，如此便不符合直谓主义“脚踏实地”的初衷。

但此前已经分析过 N 是半直觉主义者带来的，其与直谓主义并无必然联系，
因此出于某些合理的需求，承诺比 N更大但依旧可数的实无穷并不会与费夫曼的
相对直谓主义观点冲突。本文就有这样的需求，这是因为费夫曼曾提到如果接受

可数树序数（良基的 ω叉树）及对应的超穷归纳和递归，那么就可以得到归纳定

义。（[9]，第 90页）此结果来自于霍华德，可数树序数指构造性序数，霍华德证
明他构建的关于自然数和构造性序数的系统可证的序数是所有小于巴赫曼-霍华
德序数 θεΩ+1

(0)的序数。3（[18]，第 355–356、373页）而 θεΩ+1
(0)正是刻画归纳

定义的形式理论 ID1（PA+描述 Iϕ是 ϕ定义的单调算子的最小不动点的公理）不

可证的最小序数。（[25]，第 157–158、194页）
θεΩ+1

(0) > θΩ(0) = Γ0，这表明在可证明的意义上，接受归纳定义确实能走

得更远。而王浩还要求更强的归纳定义，他认为“一个明确只包含直谓概念的归

纳定义定义一个直谓集，并且迭代任意给定直谓序数次归纳定义模式生成的也是

直谓集。”（[39]，第 646页）这种推广是自然的，事实上也只有使用这种更强的方
法才能在可定义意义上突破标准直谓主义。

用 N0 指代自然数标准结构，记 Γ(A) = {R | A上的关系R是归纳的}。令
Nν+1 = ID(Nν) = ⟨Nν ,Γ(Nν)⟩；ν 是极限序数时，Nν =

∪
µ<ν Nµ。记 κN

ν+1 =

3费夫曼序数坍塌函数 θα(β) 按如下方式定义：C0(α, β) = β；若ξ 的康托正规形式为 ωα1 + · · · +

ωαn且{ωα1 , . . . , ωαn} ⊆ Cn(α, β)，则ξ ∈ Cn+1(α, β)；若ξ ∈ α ∪ C(ξ, θξ(η))，η < θξ(η)且ξ, η ∈
Cn(α, β)，则θξ(η) ∈ Cn+1(α, β)；若ξ ∈ Cn(α, β) − {0}，则Ωξ ∈ Cn+1(α, β)；C(α, β) =∪

n∈N Cn(α, β)；θα是{β | β /∈ C(α, β)} ∪ {Ων | 0 < ν ∈ Ord}的枚举函数。（Ων = ℵν，Ω = Ω1）（[35]，
第 224–225页）εΩ+1 = Ω ↑↑ ω，即 Ω的 ω层指数塔。
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sup{∥Φ∥ : Φ是Nν 上正初等的归纳定义}，可以证明 κN
ν+1 也是对 N 迭代使用 ν

次归纳定义所得的 Nν 中可定义序数的上确界，并且 κN
ν+1 = ωCK

ν+1；当 ν 极限时，

κN
ν = supµ<ν κ

N
µ。（[26]，第 211、217、219–220页）这说明如果可以接受迭代归纳

定义，那么自动膨胀的极限将是第一个递归不可达序数 ICK(≪ ω1)
4 ；此时王浩

所希冀的广义直谓宇宙 LICK 是可允集合论 KPi（[29]，第 723–724页）的标准模
型。这反过来又可说明，接受迭代归纳定义的直谓主义是相对于所有< ICK 的序

数而言的。

至此我们可以为王浩接受迭代归纳定义的直谓主义的合理性做出如下辩护：

(1) 如果直谓主义必须绝对，并且接受自然数总体，那么接受归纳定义是能容纳
自然数总体最自然的方法，若将这种方法推广到底，则还应接受迭代直谓次

归纳定义；

(2) 如果直谓主义可以相对，那么王浩的思想是相对于所有 < ICK 的序数的直

谓主义；

(3) 直谓主义要么必须绝对要么可以相对，并且接受自然数总体；

所以，王浩的思想是直谓主义的一种合理选择。

由于修改 VCP十分困难，绝对直谓主义路线不如相对直谓主义路线好走。而
要走后者尚需解决一个问题：为什么能接受所有< ICK 的序数？本文认为这样做

能带来十分积极的数学和哲学后果，故值得付出一点本体论代价。

先讨论数学后果。将刻画 Nν，亦即刻画 ν 次迭代归纳定义的形式理论记为

IDν，记 ID<ν =
∪

µ<ν IDµ。（[26]，第 221 页）用 |T | 表示形式理论 T 可证的

序数的上确界，亦即 T 的证明论序数。布霍兹和伯勒斯证明：当 ν < θΩΩ
(0)时，

|IDν | = θεΩν+1
(0)；当极限序数 ν ≤ θΩΩ

(0)时，|ID<ν | = θΩν
(0)；特别地，ν = θΩΩ

(0)

时有 θΩν
(0) = ν，因而视 ID<θΩΩ

(0) 为所能迭代的极限系统。（[4]，第 119页）实
际上只需允许有穷次迭代归纳定义就能得到极其丰硕的数学成果，这是因为竹内

外史（1967）等证明 Π1
1-CA0的证明论序数为 θΩω

(0)；（[36]，第 388页）Π1
1-CA0

是将概括和归纳公理模式均限制为 Π1
1 公式的二阶算术子系统，在此系统中可发

展出绝大部分主流数学；（[36]，第 51–52页）故一旦接受 ID<ω 就保证了与其等

一致性的Π1
1-CA0是同样安全的。因此相对于所有< ωCK

ω 的序数的直谓主义就能

带来极其积极的数学后果，而 ωCK
ω ≪ ω1，这表明只需假设相当小的可数实无穷

就能很自由地翱翔于数学天空，故完全值得付出这么一点点本体论代价。

哲学方面，据邢滔滔分析，王浩拓展标准直谓主义的根本目的，是为实现他

（1991）提出的构造主义与柏拉图主义的融合方案，最终达成消解数学基础诸流派
间纷争、化冲突为互补的目标。（[47]，第 14页）标准直谓主义毫无疑问是连接

4称序数 α可允当且仅当Lα |= KPω；称序数 α是递归不可达的，如果 α可允并且是所有< α的可允序数的

上确界。（[3]，第 44–45、60、176页）若α < ICK 是后继序数，则ωCK
α 恰好是第α个可允序数；ωCK

ICK = ICK。
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构造主义和柏拉图主义的桥梁，一方面它的核心精神是心灵从原始直觉出发自下

而上地逐步构造数学概念，另一方面它又接受了非构造的 N即假定了自然数概念
的客观实在性，故它处于概念的人造论和实在论的中间态。而王浩直谓主义作为

标准直谓主义的理想化外推，加入了迭代归纳定义这种带有弱实在论色彩（接受

< ICK 的超穷步数）的广义构造方法（自下而上逐步生成），使概念的人造论和

实在论真正辩证地结合在一起，而非孤立地承认 N的实在性。用化学术语打个比
方，假设构造主义是分散剂、柏拉图主义是分散质，以二者的融合程度而言，罗

素的直谓主义是浊液、标准的是胶体、王浩的则是溶液。

王浩的融合方案起源于他将数学基础研究诸流派排列为一个从狭义构造主义

向强柏拉图主义逐步过渡的连续知识谱系的设想。（[47]，第 14页）本文借鉴王
浩的思路（[38]，第 38页），仍以构造性为界限，将使用经典逻辑的基础研究诸
流派二分为直谓主义和非直谓集合论；在实践上，前者足以处理普通数学，而后

者自身构成了独特的数学领域。直谓主义又分为严格的（不接受 N的绝对直谓主
义）、标准的（相对于 N的直谓主义）和广义的（接受N的绝对直谓主义或相对于
< ICK 的直谓主义）；非直谓集合论则分为可数集合论（各种大可数序数存在）、

普通集合论（ZFC）、终极集合论（各种大基数存在）三种。这六个领域按其从外
部看到的本体论目录的大小排列如下：

（1） 严格直谓主义 < ω （4） 可数集合论 < ω1

（2） 标准直谓主义 < ωCK
1 （5） 普通集合论 < I

（3） 广义直谓主义 < ICK （6） 终极集合论 < Ord

前文说过集合的实在性为任意集合这个概念所强调。标准直谓主义带来了可

数集合，而不可数集只能通过非直谓方法得到。但是直谓集只占可数集的很小一

部分，故直谓性无法说明可数到不可数的嬗变。那么标准直谓主义到集合论之间

有一段明显的空缺，王浩的广义直谓主义试图填补（[47]，第 15页），但这无疑是
失败的。然而上表将说明王浩失败的填补也有重要的意义。

上表展示出可数序数和全体序数结构的相似性，因为 ωCK
1 和 ICK 就是 ω1

和 I（第一个弱不可达基数）的可数对应物。ωα+1 是只通过取后继和取 ωα 长已

构造序数的序列的极限所得序数的总体，ωCK
α+1 则是只通过取后继和取相对于 Oα

（即< ωCK
α 的序数的编码集）可计算的已构造序数的序列的极限所得序数的总体；

当 δ < ωδ 是极限序数时，ωδ = supα<δ ωα，ωCK
δ = supα<δ ω

CK
α 。而 I 直观上是

利用这两种方法所不能得的最小序数，因为若 ωα 是弱不可达的，则 α = ωα =

supβ<α ωβ = supβ<ωα
ωβ；ICK 的情况也与之类似。在 I 与 Ord之间则镶嵌着各

种定义起来十分复杂的大基数；对应地，ICK 与 ω1 之间也是各种复杂的与大基

数有对应关系的大可数序数。这样看来王浩的广义直谓主义确实补上了关键的一

环，纵然 ICK 与 ω1仍旧邈若山河。此外这种结构相似性表明“可数无穷→不可
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数无穷→绝对无穷”中的两次飞跃同样复杂，不是一种简单的线性过渡。在通往
绝对无穷的整个过程中，必须反复交替使用构造方法和理想化外推，这正是王浩

融合精神的体现。
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On Absolute and Relative Predicativism

Likai Liu

Abstract

The main task of this paper is to defend the legitimacy of Hao Wang’s general-
ized predicativism which accepts iterated inductive definitions. By reviewing the his-
tory of predicativism, this paper observes that the diversity of its origins has led to the
distinction between absolute and relative predicativism. This distinction not only pro-
vides sufficient motivation for expanding standard predicativism but also furnishes an
argumentative framework for defending Hao Wang’s generalized predicativism. If pred-
icativism must be absolute, according to Hao Wang’s dialectic of intuition and idealiza-
tion, accepting iterated inductive definitions is the most natural and ultimate method to
expand predicativism. If predicativism can be relative, based on works about iterated
inductive definitions, Hao Wang’s predicativism is relative to all ordinals less than the
first recursively inaccessible ordinal. Therefore, Hao Wang’s thought is some kind of
predicativism in both cases. However, there are still some issues to deal with in both
cases. In the first case, the vicious-circle principle needs to be modified to become com-
pactible with inductive definitions, which is quite challenging. In the second case, while
there is an additional ontological cost, it brings positive consequences: mathematically,
it ensures the consistency of most mainstreammathematics; philosophically, it facilitates
the smooth implementation of HaoWang’s new conceptualism which connects construc-
tivism and Platonism.
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