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基本 Łukasiewiczm-值条件句逻辑

霍书全

摘 要：经典条件句逻辑被广泛地研究过，近几年，一些非经典的条件句逻辑也开

始出现。多值逻辑承认命题可以取多个真值，具有容错能力，其蕴涵词和经典蕴涵词

类似，同样可以刻画条件句，因此我们也应该有多值逻辑条件句逻辑。本文将基于

Łukasiewicz m-值命题逻辑构建基本条件句逻辑系统 ŁCK 和 ŁCK2，证明这些系统的
可靠性、完全性和有穷模型性质。最后把 ŁCK推广到无穷值情形。

关键词：基本条件句逻辑；Łukasiewiczm-值逻辑；多值模态逻辑；Kripke语义

中图分类号：B81 文献标识码：A

1 引言

当代条件句逻辑研究主要是在经典逻辑背景下进行的，近年来也出现一些非

经典逻辑的条件句逻辑，如Weiss和Ciardelli等人提出了直觉主义条件句逻辑。（[4,
46]）在多值逻辑背景下研究条件句逻辑也是可能的，但是至今很少见到此类条件
句逻辑，因此本文把构建多值条件句逻辑作为目标。基本条件句逻辑是当今研究

条件句的一种模式，其条件句不一定能直接对应于实际的条件句，但可以为大量

的条件句提供一个一般架构。有鉴于此，本文将构造 Łukasiewicz m-值命题逻辑
的基本条件句逻辑系统 ŁCK和 ŁCK2，并把前者推广到无穷值情形。
多值逻辑和经典逻辑有所不同，面临许多争议，存在一些语义和哲学问题，因

此我们需要为之提供一些辩护。命题可以取多个真值吗？对此逻辑学家和哲学家

有大量的争论。（[1, 11, 20, 23, 25, 28]）多值逻辑曾一度被认为是错误的或不必要
的。Suszko论题（Suszko’s Thesis）认为，逻辑本质上是二值的，Łukasiewicz多值
逻辑也应如此。其理由是：逻辑赋值和代数赋值是不同性质的函数，逻辑值只有两

个，代数值可以有很多，Łukasiewicz错误地把逻辑值看作代数值，提出了 3-值逻
辑。Suszko指出，虽然逻辑值与代数值不同，但是如果接受弗雷格公理二者可以
统一起来，而 Łukasiewicz抛弃了弗雷格公理。按照塔尔斯基的后承运算，我们可
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以重新把 Łukasiewicz的 3-值逻辑形式化为二值的推理关系。（[40]）但是，Strollo
证明了多值逻辑与经典逻辑并不能等价，多值逻辑并不能转化为二值逻辑（[39]）。
按照 Suszko论题，多值逻辑似乎包含了错误的认知，但是这并不等于说多值逻辑
没有存在的价值。模糊集合论出现之后，多值逻辑和模糊集合论联系起来，多值

逻辑重新焕发了生机。然而，哲学家 Haack和Williamson仍然否定多值或模糊逻
辑，认为这些逻辑是不必要的，甚至认为计算机对模糊现象的处理和多值逻辑没

有关系。（[13–15, 47]）

尽管多值逻辑遭到上述质疑，但是，还有另外一些学者认为多值逻辑有其合

理性，并进行了辩护，这是我们建立多值条件句逻辑的哲学基础。Hájek和 Novák
证明了多值逻辑可以解决秃头悖论。（[17]）Smith认为多值逻辑至少是处理模糊现
象的方法之一。（[34, 35]）Marra认为，虽然 Łukasiewicz多值逻辑承认多个甚至无
穷个真值，但是它的定理仍然是经典的重言式。从公式极大一致集的观点看，多值

系统仍然是一致的，因此只要区别经验的真和先验的真，就可以看到多值逻辑有

其合理性，就可以对 Łukasiewicz多值逻辑给出合理的解释。（见 [24]）Łukasiewicz
蕴涵词保持了经典逻辑蕴涵的性质，也有其合理性。（[33]）但是，当前件的真值
大于后件的真值时，Łukasiewicz蕴涵可以取多种真值，这似乎难以解释。然而这
些不同的真值可以看作不同的假，由此可以看到它可以刻画条件句，并且比经典

逻辑蕴涵更为严格。

基于上述理由，我们完全可以认为 Łukasiewicz 多值逻辑的蕴涵和经典逻辑
的蕴涵有类似的作用，可以表达条件句和推理，区别在于 Łukasiewicz蕴涵容许更
多的真值。经典的实质蕴涵不足以刻画各种条件句，同样，在多值逻辑中如果只

有蕴涵词而没有相应的条件句逻辑，则多值逻辑依然是粗糙的。因此，我们有必

要建立 Łukasiewicz多值逻辑的条件句逻辑。

发展条件句逻辑要借助于模态逻辑工具。一些文献对多值模态逻辑进行了研

究（[2, 6–8, 19, 26, 27, 31, 41–43]），但是仍然少有人提出多值条件句逻辑。基于
模态逻辑方法，Stalnaker和 Lewis提出了条件句逻辑（[21, 22, 36–38]），Chellas
提出了基本条件句逻辑（[3]），Weiss和 Ciardelli等人研究了直觉主义条件句逻辑
（[4, 46]）。Segerberg把条件句逻辑语义和模态逻辑语义联系起来。（[32]）鉴于这
些研究成果，本文将把经典基本条件句逻辑进行推广，构建基本 Łukasiewicz条件
句逻辑。

本文内容安排如下：第 2节构造条件句逻辑 ŁCK，给出其 Kripke语义，公理
系统，并证明其元逻辑性质和有穷模型性质。第 3节构造条件句逻辑 ŁCK2，给
出其 Kripke语义，公理系统，并证明其元逻辑性质和有穷模型性质。第 4节扩充
条件句逻辑 ŁCK2，把 ŁCK推广到无穷值情形。第 5节结语，总结本文工作和提
出对未来研究的展望。



霍书全 基本 Łukasiewiczm-值条件句逻辑 3

2 基本 Łukasiewiczm-值条件句逻辑 ŁCK

2.1 语言

我们把 Łukasiewiczm-值逻辑的语言记为 L。L的构成如下：命题变元的可数
集合 Π，一元联结词 ¬，二元联结词→和括号。基本 Łukasiewiczm-值逻辑的语
言 L▷，是通过在 L中增加表示条件句的二元联结词 ▷而得到。L▷ 的公式归纳地
定义为：

1. 如果 p是一个命题变元，则 p是一个公式；

2. 如果 ϕ和 ψ是公式，则 ¬ϕ，(ϕ→ ψ)和 (ϕ� ψ)是公式。

我们用 p，q等或加下标表示命题变元，用 ϕ，ψ等或加下标表示公式。在不引

起混淆时，我们省略公式的括号。L▷的公式集记为Φ。真值的集合 {0, 1
m−1

, 2
m−1

, ...,
m−2
m−1

, 1}记为 T，用 a, b, c等表示真值。Łukasiewiczm-值命题逻辑记为 Ł。
在 Ł中可以定义其它逻辑联结词（[5, 27, 29]；[10]，第 109、186、194页）：

t =df p→ p f =df ¬(p→ p)

¬ϕ =df (ϕ→ f) ϕ ∨ ψ =df ((ϕ→ ψ) → ψ)

ϕ ∧ ψ =df ¬(¬ϕ ∨ ¬ψ) ϕ⊕ ψ =df ¬ϕ→ ψ

ϕ ⊙ ψ =df ¬(ϕ→ ¬ψ) ϕ↔ ψ =df (ϕ→ ψ) ∧ (ψ → ϕ)

↠1
i=1 (ϕ, ψ) =df ϕ→ ψ ↠k

i=1 (ϕ, ψ) =df ϕ→ (↠k−1
i=1 (ϕ, ψ))

我们也可以定义逻辑联结词 Ja，Ja(ϕ)的直观意思是“ϕ的真值为 a”。也可

以定义联结词 Ia : Ia(ϕ) =df

∨
a≤b≤1 Jb(ϕ)。

2.2 Kripke语义

我们把 Kripke模型从经典逻辑推广到多值逻辑。Ł▷ 的 Kripke模型需要加上
关于 ▷的条目。

定义 2.1. Kripke ŁCK模型是结构M = ⟨W, |Φ|, {RX : X ∈ |Φ|}, v⟩，使得：

1. W 是世界的非空集合；
2. |Φ| ⊆ ℘(W )是命题的集合；

3. RX 是W ×W 的子集；

4. v是从 Π×W 到 T 的函数。

我们把 v(ϕ, x)记为 vx(ϕ)，用 |ϕ|表示 {x ∈ W : vx(ϕ) = 1}，即 ϕ表示的命

题。用 ∼和↣表示如下定义的函数（∀a, b ∈ T）：

∼ a = 1− a, a↣ b = min{1, 1− a+ b}.
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给定 Kripke ŁCK模型M，v通过如下递归的方式被扩充（∀x ∈W）：

5. vx(¬ϕ) =∼ vx(ϕ)；

6. vx(ϕ→ ψ) = vx(ϕ) ↣ vx(ψ)；

7. vx(ϕ�ψ) =

1, 如果∀y(xR|ϕ|v ⇒ vy(ψ) = 1)

0, 否则
（或 =

∧
{vy(J1(ψ)) : xR|ϕ|y}）

这里⇒是元逻辑符号。从 ŁCK的条件句 ϕ ▷ψ的语义看，它只取真、假二值，因

此是嵌入在 Łukasiewicz多值逻辑中的经典二值条件句。
按照 Kripke ŁCK模型，对任意 vw(ϕ), vw(ψ) ∈ T , w ∈W，我们有

vw(ϕ) ∧ vw(ψ) = min{vw(ϕ), vw(ψ)},

vw(ϕ) ∨ vw(ψ) = max{vw(ϕ), vw(ψ)},

vw(ϕ)⊕ vw(ψ) = min{1, vw(ϕ) + vw(ψ)},

vw(ϕ)⊙ vw(ψ) = max{0, vw(ϕ) + vw(ψ)− 1},

vw(Ja(ϕ)) =

1,如果vw(ϕ) = a

0,如果vw(ϕ) ̸= a

显然，⟨T ,⊕,∼, 0⟩构成了线序MVm–代数。

定义 2.2. 令 Σ是一个公式集，C是 Kripke ŁCK模型的集合，则 Σ ⊨C ϕ当且仅当

对所有M ∈ C 的所有世界 w，如果对每个 ψ ∈ Σ，vw(ψ) = 1，则 vw(ϕ) = 1。如

果 Σ ⊨C ϕ，则该语义推理（在 C中）是有效的；如果 Σ = ∅，则公式被称为（在
C 中）有效的。把 Kripke ŁCK模型的类记为 CŁCK

K 。

给定ŁCK模型M = ⟨W, |Φ|, {RX : X ∈ |Φ|}, v⟩，如果对所有w ∈W, vw(ϕ) =

1，我们写作 ⊨M ϕ。在不引起混淆时，我们省略下标。

定义 2.3. 当W 有穷时，Kripke ŁCK模型被称为有穷的。当一个公式集关于一个
框架类是可靠的和完全的时，称该公式集是被这个框架的类决定的。

定义 2.4. 令 Σ是在子公式下封闭的公式的集合（特别地，如果 ϕ ▷ ψ属于 Σ，则

ϕ和 ψ也属于）。对于模型M = ⟨W, |Φ|, {RX : X ∈ |Φ|}, v⟩，我们定义W 上的等

价关系 ≡如下：
x ≡ y 当且仅当 对每个 ϕ ∈ Σ和每个 a ∈ T , vx(ϕ) = a

当且仅当 vy(ϕ) = a。

用 [x]表示模型M中的世界 x的≡-等价类。[X]为 {[x] : x ∈ X ⊆W}。M的
通过Σ的过滤是M∗ = ⟨W ∗, |Φ|∗, {R∗

X∗ : X∗ ∈ |Φ|∗}, v∗⟩，其中W ∗ = [W ], |Φ|∗ ⊆
℘(W ∗)为命题的集合，X∗ = [X]，v∗是从 Π×W ∗到 T 的函数，R∗

X 是W ∗×W ∗

的子集。对每个 X∗ ∈ |Φ|∗，M∗满足：
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(a) v∗[y](p) = vy(p)，其中 p ∈ Σ；

(b) 如果 xRXy，则 [x]R∗
X∗ [y]；

(c) 对每个公式 ϕ ▷ ψ ∈ Σ，如果对每个 y ∈W，xR|ϕ|y蕴涵 vy(ψ) = 1，那么对

每个 [y] ∈W ∗，[x]R∗
|ϕ|∗ [y]蕴涵 v∗[y](ψ) = 1。

定理 2.1. 令 Σ是子公式封闭的公式集，M∗ 是模型M通过 Σ的过滤。于是，对

每个 ϕ ∈ Σ和M中的每个 x：

vx(ϕ) = 1当且仅当 v∗[x](ϕ) = 1。

即，对每个 ϕ ∈ Σ，[|ϕ|] = |ϕ|∗。

证明. 根据归纳证明。只证明 Σ中的形如 ϕ ▷ ψ的公式。只需证明：

∀y(xR|ϕ|y ⇒ vy(ψ) = 1)当且仅当 ∀[y]([x]R∗
|ϕ|∗ [y] ⇒ v∗[y](ψ) = 1)

假定 ∀y(xR|ϕ|y ⇒ vy(ψ) = 1)且 [x]R∗
|ϕ|∗ [y]。根据过滤的条目 (c)，v∗[y](ψ) = 1。

反之，假定 ∀[y]([x]R∗
|ϕ|∗ [y] ⇒ v∗[y](ψ) = 1)。根据条目（a）和（b）和 v∗[y]的定义，

∀y ∈W，如果 xR|ϕ|y，那么 vy(ψ) = 1。

推论 1. 令 Σ是子公式封闭的公式集，M∗是模型M通过 Σ的过滤。于是对每个

ϕ ∈ Σ：

⊨M ϕ当且仅当 ⊨M∗ ϕ

2.3 公理系统 ŁCK

ŁCK是由 Łukasiewicz m-值命题逻辑 Ł加上特有的条件句公理和规则组成。
Rosser和 Turquette（[29]），Schotch等人（[30]），Tokarz（[44]），Grigolia（[12]），
Tuziak（[45]）分别为 Łukasiewicz m-值命题逻辑给出了公理系统。系统 ŁCK包
括 Ł的公理、代入规则和（MP）规则加上如下条件句公理和规则：

A1: (ϕ ▷ (ψ ∧ θ)) → ((ϕ ▷ ψ) ∧ (ϕ ▷ θ)) (CM)
A2: ((ϕ ▷ ψ) ∧ (ϕ ▷ θ)) → (ϕ ▷ (ψ ∧ θ)) (CC)
A3: ((ϕ ▷ ψ)⊙ (ϕ ▷ θ)) → (ϕ ▷ (ψ ⊙ θ)) (ŁCC)
A4: ϕ ▷ t (CN)
A5: ¬(ϕ ▷ ψ) ↔ J0(ϕ ▷ ψ)

ϕ↔ ψ

(ϕ ▷ θ) ↔ (ψ ▷ θ)
(RCEA)

ϕ↔ ψ

(θ ▷ ϕ) ↔ (θ ▷ ψ)
(RCEC)
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其中（CM），（CC），（CN），（RCEA）和（RCEC）分别对应于经典条件句
逻辑对应的公理和规则。（[3]）公理 A3是针对 Łukasiewicz条件句所特有的公理。
公理 A5保证了条件句是二值的。

定义 2.5. ⊢Ł ϕ（ϕ是 Ł的一个定理）当且仅当 ϕ ∈ Ł。Γ ⊢Ł ϕ当且仅当存在一个序

列 ϕ1, . . . , ϕn使得 ϕ1, . . . , ϕn, ϕ中的公式或者是 Ł的一个定理，或者是 Γ的一个

元，或者由从前面公式根据推理规则得到。⊢ŁCK ϕ(⊢ŁCK2 ϕ)和 Γ ⊢ŁCK ϕ(⊢ŁCK2 ϕ)

类似地定义。

如下命题给出的 Ł的定理将会被直接或间接用到。

命题 2.1. Ł包含如下定理：

(1) ⊢Ł (ϕ→ ψ) → (ϕ↔ ϕ ∧ ψ)
(2) ⊢Ł ϕ ∧ ψ → ϕ

(3) ⊢Ł (ϕ→ ψ) → ((ψ → θ) → (ϕ→ θ))

(4) ⊢Ł (ψ ⊙ (ψ → θ)) → θ

(5) ⊢Ł (ϕ⊙ ψ → θ) ↔ (ϕ→ (ψ → θ))

(6) ⊢Ł (ϕ→ (ψ → θ)) → (ψ → (ϕ→ θ))

(7) ⊢Ł ϕ↔ ¬¬ϕ
(8) ⊢Ł ϕ ∧ ψ → ψ ∧ ϕ
(9) ⊢Ł (Ja(ϕ) → (Ja(ϕ) → ψ)) → (Ja(ϕ) → ψ)

(10) ⊢Ł↠m
i=1 (J i−1

m−1
(ϕ) → ψ,ψ)

(11) ⊢Ł↠m−1
i=1 (ϕ, J1(ϕ))

(12) ⊢Ł ϕ→ (ψ → (ϕ ∧ ψ))
(13) ⊢Ł J1(ϕ) → ϕ

(14) ⊢Ł Ja(ψ) → ¬Ib(ψ)，其中 a < b

(15) ⊢Ł J1( Ja(ψ)) ↔ Ja(ψ)
(16) ⊢Ł (Ia(ϕ) → (Ia(ϕ) → ψ)) → (Ia(ϕ) → ψ)

证明. 略。（参见 [5]，第 88-89页；[10]，第 109页，第 183-185页；[16]，第 35-46
页，第 65页；[30]）

命题 2.2. ŁCK有如下导出规则：

ϕ→ ψ

(θ ▷ ϕ) → (θ ▷ ψ)
(RCM)

证明.
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1. ϕ→ ψ ⊢
2. ϕ↔ ϕ ∧ ψ 命题2.1(1)，1
3. (θ ▷ ϕ) ↔ (θ ▷ (ϕ ∧ ψ)) RCEC，2
4. (θ ▷ (ϕ ∧ ψ)) → ((θ ▷ ϕ) ∧ (θ ▷ ψ)) CM
5. ((θ ▷ ϕ) ↔ (θ ▷ (ϕ ∧ ψ))) → ((θ ▷ ϕ) → (θ ▷ (ϕ ∧ ψ))) 命题2.1(2)
6. (θ ▷ ϕ) → (θ ▷ (ϕ ∧ ψ)) MP，3，5
7. (θ ▷ ϕ) → ((θ ▷ ϕ) ∧ (θ ▷ ψ)) 6，4
8. ((θ ▷ ϕ) ∧ (θ ▷ ψ)) → (θ ▷ ψ) 命题2.1(2)
9. (θ ▷ ϕ) → (θ ▷ ψ) 7，8，命题 2.1(3)

命题 2.3. ŁCK有如下公理：

(ϕ ▷ (ψ → θ)) → ((ϕ ▷ ψ) → (ϕ ▷ θ)) (CK)

证明.

1. (ψ ⊙ (ψ → θ)) → θ 命题 2.1(4)

2. (ϕ ▷ (ψ ⊙ (ψ → θ))) → (ϕ ▷ θ) RCM，1
3. ((ϕ ▷ ψ)⊙ (ϕ ▷ (ψ → θ))) → (ϕ ▷ (ψ ⊙ (ψ → θ))) A3
4. ((ϕ ▷ ψ)⊙ (ϕ ▷ (ψ → θ))) → (ϕ ▷ θ) 2，3，命题 2.1(3)
5. (ϕ ▷ (ψ → θ)) → ((ϕ ▷ ψ) → (ϕ ▷ θ)) 命题2.1(5)，4

命题 2.4. ŁCK有如下导出规则：

↠n
i=1 (ϕi, ϕ)

↠n
i=1 (ψ ▷ ϕi, ψ ▷ ϕ)

(RCK)

证明. 对 n实施归纳。当 n = 0, 1时，分别是 A4和 (RCM)。假定 n = k 时结果

成立，证明当 n = k + 1时结果成立。

1. (ϕ1 → (ϕ2 → (. . . (ϕk → (ϕk+1 → ϕ)) . . .))) ⊢
2. (ψ ▷ ϕ1 → (ψ ▷ ϕ2 → (. . . (ψ ▷ ϕk → ψ ▷ (ϕk+1 → ϕ)) . . .))) RCK，1
3. (ψ ▷ (ϕk+1 → ϕ)) → (ψ ▷ ϕk+1 → ψ ▷ ϕ) CK
4. (ψ ▷ ϕk → ψ ▷ (ϕk+1 → ϕ)) → (ψ ▷ ϕk → (ψ ▷ ϕk+1 → ψ ▷ ϕ)) 命题2.1(3)，3
5. (ψ ▷ ϕ1 → (ψ ▷ ϕ2 → (. . . (ψ ▷ ϕk → ψ ▷ (ϕk+1 → ϕ)) . . .)))

→ (ψ ▷ ϕ1 → (ψ ▷ ϕ2 → (. . . (ψ ▷ ϕk → (ψ ▷ ϕk+1 → ψ ▷ ϕ)) . . .))) 4，Ł
6. (ψ ▷ ϕ1 → (ψ ▷ ϕ2 → (. . . (ψ ▷ ϕk → (ψ ▷ ϕk+1 → ψ ▷ ϕ)) . . .))) 2，5，MP



8 逻辑学研究 第 17卷第 5期 2024年

当 n = 2时，（RCK）记为（RCR）。一个条件句逻辑是经典的（classical）当且
仅当它在规则（RCEA）和（RCEC）下封闭。一个条件句逻辑是单调的（monotonic）
当且仅当它在规则（RCEA）和（RCM）下封闭，或者包含规则（RCEA）和（RCEC）
和公理（CM）。一个条件句逻辑是正则的（regular）当且仅当它在规则（RCEA）和
（RCR）下封闭，或者它是单调的且包含（CC）。一个条件句逻辑是正规的（normal）
当且仅当它在规则（RCEA）和（RCK）下封闭，或者它是正则的且包含（CN）。（[3]）
一个经典的条件句逻辑也被称为基本的（basic）。一个正规的条件句逻辑也被称
为关系的（relational）。（[32]）Chellas和Weiss分别给出了正规的经典条件句逻
辑和正规的直觉主义条件句逻辑，他们分别称之为基本条件句逻辑和基本直觉主

义条件句逻辑。（[3, 46]）

定义 2.6. 称 Ł的公式集合 Γ是句法（不）一致的，如果不存在（存在）Ł的公式
ϕ，使得 Γ ⊢Ł ϕ并且 Γ ⊢Ł ¬ϕ。Γ是极大一致的，如果（i）Γ是句法一致的，并

且（ii）对 Ł的任何公式 ϕ，ϕ ∈ Γ当且仅当 Γ ⊢Ł ϕ。

命题 2.5. 对 Ł的任何公式集 Γ，我们有

（1）如果 Γ ⊢Ł ϕ，那么对 Γ的任何超集 Γ′，Γ′ ⊢Ł ϕ。

（2）如果 Γ ⊢Ł ϕ，那么存在 Γ的一个有穷集合 Γ′使得 Γ′ ⊢Ł ϕ。

（3）如果 ϕ属于 Γ，那么 Γ ⊢Ł ϕ。

（4）如果 Γ ∪ {ϕ} ⊢Ł ψ，那么 Γ ⊢Ł↠m−1
i=1 (ϕ, ψ)。

（5）如果 Γ是句法不一致的，那么对每个公式 ϕ,Γ ⊢Ł ϕ。

（6）Γ是句法不一致的当且仅当 Γ ⊢Ł f。

（7）如果 Γ ∪ {ϕ}是句法不一致的，那么 Γ ⊢Ł ¬J1(ϕ)。
（8）如果 Γ ∪ {¬J1(ϕ)}是句法不一致的，那么 Γ ⊢Ł ϕ。

（9）如果 Ja(ϕ)和 Jb(ϕ)(b ̸= a)属于 Γ，那么 Γ ⊢Ł f 并且 Γ是不一致的。

证明. 略。（参见 [9, 30, 31]）

定义 2.7. ŁCK的公式的集合 Γ是语义一致的，如果存在 Kripke ŁCK模型M =

⟨W, |Φ|, {RX : X ∈ |Φ|}, v⟩使得 Γ的所有元素在真值指派 v下赋值为 1。

定义2.6，命题2.5和定义2.7也应用于本文的其它逻辑系统。

2.4 可靠性

下面证明 ŁCK关于 CŁCK
K 是可靠的。

定理 2.2 (可靠性). Γ ⊢ŁCK ϕ蕴涵 Γ ⊨CŁCK
K

ϕ。
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证明. 需要证明公理是有效的且规则是保持有效的。我们只证明包含条件句的公
理和规则的有效性。

按照条件句联结词 ▷，我们取KripkeŁCK模型M的任意世界 x, y证明A1-A5
是有效的，（RCEA）和（RCEC）是保持有效的。
如果 vx(ϕ ▷ (ψ ∧ θ)) = 1，则 ∀y(xR|ϕ|y ⇒ vy(ψ ∧ θ) = 1)。因 vy(ψ ∧ θ) =

vy(ψ)∧vy(θ)，所以 ∀y(xR|ϕ|y ⇒ vy(ψ)∧vy(θ) = 1)。因此，vy(ϕ▷ψ)∧vy(ϕ▷θ) = 1。

如果 vx((ϕ ▷ ψ) ∧ (ϕ ▷ θ)) = 1，我们有 ∀y(xR|ϕ|y ⇒ vy(ψ) ∧ vy(θ) = 1)，于是

∀y(xR|ϕ|y ⇒ vy(ψ ∧ θ) = 1)。vx(ϕ ▷ ψ)只取 0和 1为值。所以，A1和 A2取特指
值 1。
如果 vx((ϕ▷ψ)⊙ (ϕ▷θ)) = 1，则对任何使得 xR|ϕ|y的 y，vy(ψ) = vy(θ) = 1。

所以 vy(ψ)⊙ vy(θ) = vy(ψ ⊙ θ) = 1。所以，vx(ϕ ▷ (ψ ⊙ θ)) = 1，A3有效。
因 ∀y(xR|ϕ|y ⇒ vy(t) = 1)，所以（CN）有效。
如果 vx(¬(ϕ ▷ ψ)) = 1，则 vx(ϕ ▷ ψ) = 0，vx(J0(ϕ ▷ ψ)) = 1。因为 vx(ϕ ▷ ψ)

只取 0或 1为值，所以 A5有效。
如果 ∀x ∈ W, vx(ϕ ↔ ψ) = 1 ，则 vx(ϕ) = vx(ψ)。因此 xR|ϕ|y = xR|ψ|y，

∀y(xR|ϕ|y ⇒ vy(θ) = 1) 当且仅当 ∀y(xR|ψ|y ⇒ vy(θ) = 1)。所以 vx((ϕ ▷ θ) ↔
(ψ ▷ θ))，（RCEA）保持有效性。
类似地，（RCEC）的可靠性易证。

2.5 完全性

我们将证明 ŁCK关于 CŁCK
K 是完全的。首先构造典型模型。我们按照通常方

法构造公式的极大一致集合。（[9]）

命题 2.6. 对任何公式 ϕ，在公式的任何极大一致集合 ∆中恰好存在一个 a ∈ T
使得 Ja(ϕ) ∈ ∆。如果 ϕ ∈ ∆，则有 J1(ϕ) ∈ ∆。

证明. 如果 ∀a ∈ T，Ja(ϕ) /∈ ∆，根据∆的极大一致性，∆ ∪ {Ja(ϕ)}是句法不一
致的。根据命题2.5（6），∆∪{Ja(ϕ)} ⊢Ł f。根据命题2.5（4），⊢Ł↠m−1

i=1 (Ja(ϕ), f)。
重复应用命题2.1(9)和（MP），我们得到 ∆ ⊢Ł Ja(ϕ) → f。根据命题 2.1(10)和
（MP），∆ ⊢Ł f，矛盾。所以至少存在某 b ∈ T，Jb(ϕ) ∈ ∆。根据命题2.5（9），恰
好存在一个 b ∈ T 使得 Jb(ϕ) ∈ ∆。

假定 ϕ ∈ ∆，根据命题2.1(11)有 J1(ϕ) ∈ ∆。

命题 2.7. 给定公式的集合 Γ和公式 ϕ，如果 Γ ⊬Ł ϕ，那么存在一个极大一致集

∆使得 Γ ⊆ ∆并且 ϕ /∈ ∆。
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证明. 假定命题不成立，则对每个使得Γ ⊆ ∆并且Γ ⊬Ł ϕ的极大一致集∆，ϕ ∈ ∆。

根据命题2.5（8），Γ∪ {¬J1(ϕ)}是句法一致的。按照极大一致集的构造，存在∆′

使得 ¬J1(ϕ) ∈ ∆′。根据命题2.6，存在一个 1 ̸= a ∈ T 使得 Ja(ϕ) ∈ ∆′。如果

ϕ ∈ ∆′，则根据命题2.6，J1(ϕ) ∈ ∆′，（或者根据 {ϕ,¬J1(ϕ)} ⊢Ł f）矛盾。

定义 2.8. /ϕ/ = {Γ : Γ是公式的极大一致集合，ϕ ∈ Γ}。

定义 2.9. ŁCK的典型模型是结构Mc = ⟨W c, |Φ|c, {RcX : X ∈ |Φ|c ⊆ ℘(W c)}, V ⟩
定义如下：

1. W c = {Γ : Γ是公式的极大一致集合 }；
2. 对任何 x, y ∈W c，xRc/ϕ/y当且仅当 {θ : (ϕ▷θ) ∈ x} ⊆ y，其中，/ϕ/ ∈ |Φ|c

3. 对 x ∈W c，Vx(p) = a当且仅当 Ja(p) ∈ x。

引理 2.3. ŁCK的典型模型Mc = ⟨W c, |Φ|c, {RcX : X ∈ |Φ|c}, V ⟩ 是定义明确的
Kripke ŁCK模型。

证明. 需要证明两条：定义 2.9中的 Rc/ϕ/是定义明确的，典型模型满足定义2.1中
的条件。

首先，假定 /ϕ/ = /ψ/。根据命题2.6，/ϕ/ = /J1(ϕ)/，/ψ/ = /J1(ψ)/。因此
⊢ŁCK J1(ϕ) ↔ J1(ψ)。若不然，根据命题2.1（12）或者 ⊬ŁCK J1(ϕ) → J1(ψ)或者
⊬ŁCK J1(ψ) → J1(ϕ)。如果是前者，则 J1(ϕ) ⊬ŁCK J1(ψ)。（因为如果 J1(ϕ) ⊢ŁCK J1(ψ)
，则根据命题2.5（4），⊢ŁCK↠m−1

i=1 (J1(ϕ)，J1(ψ))。根据命题2.1(9)，⊢ŁCK J1(ϕ) →
J1(ψ) ，矛盾。）根据命题 2.7 ，存在一个极大一致集合 ∆ 使得 J1(ϕ) ∈ ∆ 并且

J1(ψ) /∈ ∆，矛盾。如果是后者，类似。根据 ⊢ŁCK J1(ϕ) ↔ J1(ψ)和（RCEA），我
们有 ∀θ ∈ Φ，⊢ŁCK (J1(ϕ) ▷ θ) ↔ (J1(ψ) ▷ θ)。对每个 x ∈ W c ，既然 x是极大

一致集合，J1(ϕ) ▷ θ ∈ x当且仅当 J1(ψ) ▷ θ ∈ x。根据定义2.9和命题2.6，对每个
y ∈ W c，{θ : J1(ϕ) ▷ θ ∈ x} ⊆ y 当且仅当 {θ : J1(ψ) ▷ θ ∈ x} ⊆ y ，即，xRc/ϕ/y

当且仅当 xRc/ψ/y。因此，R
c
/ϕ/ = Rc/ψ/，其中 /ϕ/ = /J1(ϕ)/，/ψ/ = /J1(ψ)/。

其次，注意到W c非空。如果 Ja(p) ∈ x，则 Vx(Ja(p)) = 1，Vx(p) = a。根据

命题 2.6，不存在 b ∈ T 使得 Jb(p) ∈ x，b ̸= a。所以，最多存在一个 a ∈ T 使得
Vx(p) = a，Vx是一个函数。

引理 2.4 (真值引理). 如果Mc = ⟨W c, |Φ|c, {RcX : X ∈ |Φ|c}, V ⟩是 ŁCK的典型模
型，那么对所有 ϕ ∈ Φ和 x ∈W c : Vx(ϕ) = a当且仅当 Ja(ϕ) ∈ x。

证明. 事实上我们只需证明：对所有 ϕ ∈ Φ和所有 x ∈ W c，如果 Ja(ϕ) ∈ x，则

Vx(ϕ) = a。关于另一个方向的证明：如果 Vx(ϕ) = a并且 Ja(ϕ) /∈ x，根据命题2.6，
对某 b ̸= a，Jb(ϕ) ∈ x。根据第一个方向我们有 Vx(ϕ) = b。但是根据引理2.3，Vx
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是一个函数，矛盾。我们只考察 ϕ形如 θ ▷ χ的情形，归纳假设是引理对 θ和 χ成

立。分两种情形证明。

情形 1：假定 Vx(θ▷χ) ̸= 1。据此和定义 2.1的条目 7，∃y(xRc/θ/y&Vy(χ) ̸= 1)。

根据归纳假设 ∃y(xRc/θ/y&χ /∈ y)。根据定义 2.9对Rc/θ/的定义，我们有 θ ▷χ /∈ x。

根据命题 2.1 (13)，J1(θ � χ) /∈ x。因此，如果 J1(θ � χ) ∈ x，则 Vx(θ � χ) = 1。

情形 2：假定 Vx(θ ▷ χ) ̸= 0。据此和定义 2.1的条目 7，∀y ∈ W c(xRc/θ/y ⇒
Vy(χ) = 1)。根据归纳假定，∀y ∈ W c(xRc/θ/y ⇒ J1(χ) ∈ y)。我们现在证明

J0(θ ▷ χ) ∈ x ⇒ ∃y(xRc/θ/y& J1(χ) /∈ y)。假定 J0(θ ▷ χ) ∈ x ，则 {γ : θ ▷ γ ∈
x}∪{¬J1(χ)}是句法一致的。这根据如下证明得到：如果 {γ : θ▷γ ∈ x}∪{¬J1(χ)}
是句法不一致的，则根据命题2.5（9），{γ : x ⊢ŁCK θ ▷ γ} ⊢ŁCK χ。根据命题 2.5
（2），{γ1, γ2, . . . , γn} ⊢ŁCK χ，其中 γk ∈ {γ : x ⊢ŁCK θ ▷ γ}，1 ≤ k ≤ n。于是根据

命题 2.5（4），⊢ŁCK↠m−1
i=1 (γ1,↠m−1

i=1 (. . . (↠m−1
i=1 (γn, χ)) . . .)。应用（RCK），我们

有 ⊢ŁCK↠m−1
i=1 (θ ▷ γ1,↠m−1

i=1 (. . . (↠m−1
i=1 (θ ▷ γn, θ ▷ χ)) . . .))。既然 x ⊢ŁCK θ ▷ γk，

反复根据（MP）我们得到 x ⊢ŁCK θ ▷ χ。根据 A5，x ⊢ŁCK ¬J0(θ ▷ χ)，这和 x的

一致性矛盾。因此，{γ : x ⊢ŁCK θ ▷ γ} ∪ {¬J1(χ)}是一致的并且可以扩充为极大
一致集 y′，xRc|θ|y

′并且 J1(χ) /∈ y′。所以，如果 J0(θ ▷ χ) ∈ x，Vx(θ ▷ χ) = 0。

定理 2.5 (完全性). 如果 Γ ⊨CŁCK
K

ϕ，则 Γ ⊢ŁCK ϕ。

证明. 假定 Γ ⊬ŁCK ϕ。根据命题 2.7，存在公式的极大一致集 x，使得 Γ ⊆ x并且

ϕ /∈ x。根据命题 2.6，对某 1 ̸= a ∈ T，Ja(ϕ) ∈ x。根据引理 2.4，对所有 ψ ∈ Γ，

Vx(ψ) = 1，但是 Vx(ϕ) = a。所以，根据引理 2.3，Γ ⊭CŁCK
K

ϕ。

2.6 可判定性

首先证明 ŁCK的有穷模型性质，可判定性是其推论。

定理 2.6. (有穷模型性质)如果 ⊬ŁCK ϕ，则存在一个有穷的KripkeŁCK模型MΓ =

WΓ, |Φ|Γ, {RΓ
XΓ : XΓ ∈ |Φ|Γ}，vΓ使得 ⊭MΓ ϕ。

证明. 假定 ⊬ŁCK ϕ。根据定理 2.5，⊭CŁCK
K

ϕ。于是，存在典型模型M = ⟨W, |Φ|, {RX :
X ∈ |Φ|}, v⟩使得 ⊭M ϕ。令 Γ包含 ϕ且在子公式下封闭，并且 Γ是有穷的。令

MΓ = ⟨WΓ, |Φ|Γ, {RΓ
XΓ : XΓ ∈ |Φ|Γ}, V Γ⟩是M的通过 Γ的过滤。根据定理 2.1

和推论 1，对 x ∈W 和 [x] ∈WΓ，Vx(ϕ) = V Γ
[x](ϕ)，所以 ⊭MΓ ϕ。显然MΓ是有

穷的。

推论 2. ŁCK是可判定的。

证明. 根据定理 2.6，ŁCK 有有穷模型性质。此外，它可以通过有穷个公理公理
化。所以 ŁCK是可判定的。
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3 基本 Łukasiewiczm-值条件句逻辑 ŁCK2

在第 2节，我们构造的条件句 ϕ ▷ ψ是二值的。现在我们构造多值的条件句，

其逻辑系统记为 ŁCK2。

3.1 Kripke语义和公理系统

Kripke ŁCK2模型和 ŁCK模型一样，除了关于条件句的条目 7替换为：

7′. vx(ϕ ▷ ψ) =
∧
{vy(ψ) : xR|ϕ|y}

ŁCK2包括公理系统 Ł和公理 A1-A4，ŁCK的所有规则以及公理：

A6. Ja(ϕ ▷ ψ) → (ϕ ▷ Ia(ψ))
A7. (ϕ ▷ ¬Ja(ψ)) → ¬Ja(ϕ ▷ ψ)

容易证明公理 A5在 ŁCK2中不是有效的。

3.2 可靠性

ŁCK2关于模型的类 CŁCK2
K 是可靠的。

定理 3.1 (可靠性). 如果 Γ ⊢ŁCK2 ϕ，则 Γ ⊨CŁCK
K

ϕ。

证明. 我们只考查包含 ▷的公理和规则。取 ŁCK2的模型M，世界 x。

因为

vx(ϕ ▷ (ψ ∧ θ)) =
∧

{vy(ψ ∧ θ) : xR|ϕ|y}

=
∧

{vy(ψ) : xRϕy} ∧
∧

{vy(θ) : xR|ϕ|y} = vx((ϕ ▷ ψ) ∧ (ϕ ▷ θ))

所以 A1和 A2只取特指值 1。

vx((ϕ ▷ ψ)⊙ (ϕ ▷ θ)) =
∧

{vy(ψ) : xR|ϕ|y} ⊙
∧

{vy(θ) : xR|ϕ|y}

≤
∧

{vy(ψ ⊙ θ) : xR|ϕ|y} = vx(ϕ ▷ (ψ ⊙ θ))

因此 A3是有效的。
因为 vx(ϕ ▷ t) =

∧
{vy(t) : xR|ϕ|y} = 1，所以 A4有效。

如果 vx(Ja(ϕ ▷ ψ)) = 1，则 vx(ϕ ▷ ψ) =
∧
{vy(ψ) : xR|ϕ|y} = a。所以 vx(ϕ ▷

Ia(ψ)) = 1。Ja(ϕ ▷ ψ)只取 0或 1。所以，A6有效。
如果 vx(¬Ja(ϕ▷ψ)) = 0，则 vx(Ja(ϕ▷ψ)) = 1，vx(ϕ▷ψ) =

∧
{vy(ψ) : xR|ϕ|y} =

a。所以 vx(ϕ ▷ ¬Ja(ψ)) = 0。因 ¬Ja(ϕ ▷ ψ)只取 0或 1，所以 A7有效。
如果 ϕ↔ ψ有效，则对 Kripke ŁCK2模型M的任何世界 x，vx(ϕ) = vx(ψ)。

所以 |ϕ| = |ψ| 并且 xR|ϕ|y = xR|ψ|y ，因此 vx(ϕ ▷ θ) =
∧
{vy(θ) : xR|ϕ|y} =
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{vy(θ) : xR|ψ|y} = vx(ψ ▷ θ)。所以，vx((ϕ ▷ θ) ↔ (ψ ▷ θ)) = 1，（RCEA）是可
靠的。类似地，我们容易证明（RCEC）是可靠的。

在 ŁCK2中，（CK），（RCM）和（RCK）也是有效的。

3.3 完全性

首先构造典型模型。ŁCK2的典型模型定义与ŁCK的相同，仍然采用定义2.9，
它是定义明确的。我们也可以给出如下另一个典型模型的定义，它与定义 2.9是
等价的。

定义 3.1. ŁCK2的典型模型是结构Mc = ⟨W c, |Φ|c, {RcX : X ∈ |Φ|c ⊆ ℘(W c)}, V ⟩
定义如下：

1. W c = {Γ : Γ是公式的极大一致集 }；
2. 如任意 x, y ∈W c，xRc/ϕ/y当且仅当 {Ia(ψ) : Ja(ϕ ▷ ψ) ∈ x, a ∈ T } ⊆ y；

3. 对任意的 x ∈W c，Vx(p) = a当且仅当 Ja(p) ∈ x。

定义3.1是定义明确的，其证明类似于引理2.3，在此省略。

命题 3.1. 定义 3.1和定义 2.9中的如下条件 (1)和 (2)是等价的：

(1) {Ia(ψ) : Ja(ϕ ▷ ψ) ∈ x, a ∈ T } ⊆ y；

(2) {ψ : ϕ ▷ ψ ∈ x} ⊆ y。

证明. 假定 (1)成立。如果 ϕ ▷ ψ ∈ x，则根据命题 2.6，J1(ϕ ▷ ψ) ∈ x，J1(ψ) =
I1(ψ) ∈ y。根据命题 2.1(13)，ψ ∈ y，即 {ψ : ϕ ▷ ψ ∈ x} ⊆ y。

假定 (2)成立。如果 Ja(ϕ ▷ ψ) ∈ x，根据 A6，ϕ ▷ Ia(ψ) ∈ x，Ia(ψ) ∈ y，即

{Ia(ψ) : Ja(ϕ ▷ ψ) ∈ x, a ∈ T } ⊆ y。

根据命题3.1，定义 2.9和定义 3.1是等价的。

引理 3.2 (真值引理). 如果Mc = ⟨W c, |Φ|c, {RcX : X ∈ |Φ|c}, V ⟩是 ŁCK2的典型
模型，则对所有的 ϕ ∈ Φ和所有的 w ∈W c，Vx(ϕ) = a当且仅当 Ja(ϕ) ∈ x。

证明. 根据与引理 2.4 同样的理由，只证明：对所有 ϕ ∈ Φ 和 x ∈ W c ，如果

Ja(ϕ) ∈ x，则 Vx(ϕ) = a。我们只考查 ϕ为形如 θ ▷ γ 的情形。

假定 Vx(θ▷γ) ̸= a(a ∈ T )。由此和Kripke模型定义之条目 7′，∃y ∈W c(xRc/θ/y

&Vy(γ) < a)或者 ∀y ∈W c(xRc/θ/y ⇒ Vy(γ) ̸= a)。根据归纳假设和命题 2.6，∃y ∈
W c(xRc/θ/y并且对某个 b < a，有 Jb(γ) ∈ y)或者 ∀y ∈W c(xRc/θ/y ⇒ Ja(γ) /∈ y)。

假定前者，则根据命题2.1(14)有，¬Ia(γ) ∈ y。根据 y的极大一致性，Ia(γ) /∈ y。

再根据 Rc/θ/的定义3.1，Ja(θ ▷ γ) /∈ x。
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我们还需要证明：如果 ∀y(xRc/θ/y ⇒ Ja(γ) /∈ y) ，那么 Ja(θ ▷ γ) /∈ x ，即

Ja(θ ▷ γ) ∈ x ⇒ ∃y(xRc/θ/y&Ja(γ) ∈ y)。假定 Ja(θ ▷ γ) ∈ x ，那么可以证明

{Ib(χ) : Jb(θ ▷ χ) ∈ x，对每个 b ∈ T } ∪ {Ja(γ)}是句法一致的。证明如下：
如果 {Ib(χ) : Jb(θ ▷ χ) ∈ x，对每个 b ∈ T } ∪ {Ja(γ)}是句法不一致的，则

根据命题 2.5（7）有 {Ib(χ) : Jb(θ ▷ χ) ∈ x ，对每个 b ∈ T } ⊢ŁCK2 ¬J1(Ja(γ))。
根据命题 2.1(15) ，{Ib(χ) : Jb(θ ▷ χ) ∈ x ，对每个 b ∈ T } ⊢ŁCK2 ¬Ja(γ)。根
据命题 2.5（2），{Ib1(χ1), Ib2(χ2), . . . , Ibn(χn)} ⊢ŁCK2 ¬Ja(γ) ，其中 Ibk(χk) ∈
{Ib(χ) : x ⊢ŁCK2 Jb(θ ▷ χ) ，对每个 b ∈ T }，1 ≤ k ≤ n。根据命题 2.5（4），
{Ib1(χ1), Ib2(χ2), . . . , Ibn−1

(χn−1)} ⊢ŁCK2↠m−1
i=1 (Ibn(χn)，¬Ja(γ))。根据命题 2.1

(16)，{Ib1(χ1), Ib2(χ2), . . . , Ibn−1
(χn−1)} ⊢ŁCK2 (Ibn(χn),→ ¬Ja(γ))。反复应用命题

2.5（4）和命题 2.1(16)，我们得⊢ŁCK2 (Ib1(χ1) → (. . . (→ (Ibn(χn) → ¬Ja(γ))) . . .))。
根据（RCK），⊢ŁCK2 θ � Ib1(χ1) → (. . . (→ (θ � Ibn(χn) → θ � ¬Ja(γ))) . . .)。既
然 x ⊢ŁCK2 Jbk(θ ▷ χk)，根据 A6 有 x ⊢ŁCK2 θ ▷ Ibk(χk)。根据（MP），x ⊢ŁCK2

θ ▷ ¬ Ja(γ)。由 A7和（MP），x ⊢ŁCK2 ¬ Ja(θ ▷ γ)，这和 x的一致性矛盾。因此，

{Ib(χ) : x ⊢ŁCK2 Jb(θ ▷ χ)，对每个 b ∈ T }∪ {Ja(γ)}是一致的并且可以扩充为一
个极大一致集 y′，xRc/θ/y

′且 Ja(γ) ∈ y′.

上面的证明依赖于定义 2.9。我们也可以根据定义 3.1给出上面的证明。

定理 3.3 (完全性). 如果 Γ ⊨CŁCK2
K

ϕ，则 Γ ⊢ŁCK2 ϕ。

证明. 根据命题 2.7，命题2.6，引理3.2和引理2.3，易证。

3.4 可判定性

ŁCK2的有穷模型性质和 ŁCK的类似，判定性是其推论。

定义 3.2. 令Σ是子公式封闭的公式集合。对模型M = ⟨W, |Φ|, {RX : X ∈ |Φ|}, v⟩，
我们定义W 上的等价关系三为：

x ≡ y，当且仅当，对每个 ϕ ∈ Σ，vx(ϕ) = a，当且仅当，vy(ϕ) = a。

[x]表示由x生成的M中的世界的≡-等价类。[X]为 {[x] : x ∈ X ∈ |Φ|}。M的通过
Σ的过滤是模型M∗ = ⟨W ∗, |Φ|∗, {R∗

X∗ : X∗ ∈ |Φ|∗}, v∗⟩，其中W ∗ = [W ], |Φ|∗ ⊆
℘(W ∗)为命题的集合，X∗ = [X]，v∗ 是从 Π ×W ∗ 到 T 的函数。对每个 X∗ ∈
|Φ|∗, R∗

X∗ 是W ∗ ×W ∗的子集，满足如下条件：

(a) 当 p ∈ Σ时，v∗[y](p) = vy(p)；

(b) 任给 x ∈ [x]，y ∈ [y]，若 xRXy，则 [x]R∗
X∗ [y]。
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定理 3.4. 令 Σ是子公式封闭的公式集合，M∗ 是M的通过 Σ的过滤，则对每个

ϕ ∈ Σ和M中的 x：

vx(ϕ) = a当且仅当v∗[x](ϕ) = a

即，对每个 ϕ ∈ Σ，[|ϕ|] = |ϕ|∗。

证明. 根据条件句语义条目 7′，定义 3.2，易证。

命题 3.2. 令 Σ是子公式封闭的公式的有穷集合。对任何模型M，如果M∗是M

的通过 Σ的过滤，则它最多包含mn个世界（其中 n表示 Σ的大小）。

证明. M∗ 的世界是 [W ]中的 ≡-等价类。令 g 是以 [W ]为定义域，T Σ 为值域的

函数，它定义为 g([x]) = v∗[x]，其中 v∗[x]是从 Σ到 T 的赋值。根据等价关系 ≡的
定义，g是定义明确的且是一个内射。因此 [W ]的大小最大为mn。

ŁCK2的有穷模型性质和可判定性类似于 ŁCK的，根据定理 3.3，定理 3.4
和命题 3.2易证，证明过程在此省略。

4 ŁCK和 ŁCK2的扩充和推广

4.1 ŁCK2的扩充

基本经典条件句逻辑通过增加限制公理可以得到刘易斯的条件句逻辑和斯塔

尔纳克条件句逻辑，基本 Łukasiewiczm-值条件句逻辑也是如此。系统 ŁCK的条
件句是二值的，容易扩充，我们现在只对系统 ŁCK2进行简单的考查。我们可以
增加如下限制条件扩充该系统（x ∈W ;X,Y ∈ |Φ|）：

C#. 如果 RX(x) = ∅，则 RX∧Y (x) = ∅

该条件对应公理：

A8. (ϕ ▷ f) → (ϕ ∧ ψ ▷ f)

可以证明公理 A8 关于满足条件 C# 的模型是可靠的：任给 x ∈ W ，假定

vx(ϕ▷f) = 1，则R/ϕ/(x) = ∅。根据C#，R/ϕ/∧/ψ/(x) = ∅，所以 vx(ϕ∧ψ▷f) = 1。

由 A8扩充的 ŁCK2记为 ŁCK2+8，该系统具有完全性。我们有如下定理。

定理 4.1. ŁCK2+8关于满足 C#的模型是完全的。

证明. 令Mc = ⟨W c, |Φ|c, {RcX : X ∈ |Φ|c ⊆ ℘(W c)}, V ⟩是 ŁCK2的典型模型。假
定 (ϕ ▷ f) → (ϕ ∧ψ ▷ f) ∈ x ∈ W c，我们首先证明Mc 满足 C#。我们需要证明：
对任意的公式 ϕ ，若 Rc/ϕ/(x) = ∅，则 Rc/ϕ/∧/ψ/(x) = ∅。因 Rc/ϕ/(x) = ∅，则
任给 y ∈ W c，如果 xRc/ϕ/y，那么 f ∈ y （因为根据 y 的一致性，f /∈ y，所以
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并非 xRc/ϕ/y )。因此 ϕ ▷ f ∈ x，进而 ϕ ∧ ψ ▷ f ∈ x。因为任给 y ∈ W c，f /∈ y。

所以 Rc/ϕ/∧/ψ/(x) = ∅。因此，模型Mc 也是 ŁCK2 + 8 的典型模型。现在假定

Γ ⊬ŁCK2+8 ϕ，则存在典型模型Mc中的一个世界 x，使得对任意 Γ ∈ x，但 ϕ /∈ x。

因此，Γ ⊭CŁCK2+8
k

ϕ。

4.2 ŁCK向 Łukasiewicz无穷值条件句逻辑的推广

系统 ŁCK可以推广到 Łukasiewicz无穷值条件句逻辑。Łukasiewicz无穷值命
题逻辑记为 Ł∞，它以实数区间 [0, 1]为值域。Ł∞的条件句逻辑记为 Ł∞CK。根
据定义 2.1，(ϕ▷ψ) ↔ J1(ϕ ▷ψ)成立，但是在 Ł∞中我们不能通过有穷的方式定义

算子 Ja，因此我们需要引进算子 J1和 J0作为初始联结词才能对 ŁCK进行推广。
条件句逻辑 Ł∞CK包括公理系统 Ł∞和 ŁCK的所有条件句公理和推理规则，

其可靠性易证，我们主要关注其完全性。

现在我们不采用公式的极大一致集，而采用从公式集合 Φ到 [0, 1]的函数代

替它。我们把这样的函数的集合记为 F(Φ, [0, 1])。于是，/ϕ/ = {u ∈ F(Φ, [0, 1]) :

u(ϕ) = 1}。我们把 ŁCK的典型模型改造如下：

定义 4.1. Ł∞CK的典型模型是结构Mc = ⟨W c, |Φ|c, {RcX : X ∈ |Φ|c ⊆ ℘(W c)}, V ⟩
定义如下：

1. W c = {u : u ∈ F(Φ, [0, 1])}；
2. 对任何 x, y ∈ W c，xRc/ϕ/y 当且仅当 ∀θ ∈ Φ(x(ϕ ▷ θ) = 1 ⇒ y(θ) = 1)。其

中，/ϕ/ ∈ |Φ|c；
3. 对任意 x ∈W c, Vx(p) = x(p)。

根据引理 2.3易证典型模型定义4.1是定义明确的。我们需要把定义4.1的条目
3推广到任意公式。只考虑公式为 ϕ ▷ θ的情形。我们需证明 (x ∈W c)：

x(ϕ ▷ θ) =
∧

{Vy(J1(θ)) : xR/ϕ/y}

根据定义4.1，如果 x(ϕ ▷ θ) = 1，则如果 xRc/ϕ/y，那么 y(θ) = 1。于是有，

x(ϕ ▷ θ) ≤
∧

{Vy( J1(θ)) : xR/ϕ/y}

如果 x(ϕ ▷ θ) <
∧
{Vy(J1(θ)) : xR/ϕ/y} ，即，x(ϕ ▷ θ) = 0 但

∧
{Vy(J1(θ)) :

xR/ϕ/y} = 1，这需要根据引理 2.4的证明的情形 2来证明。在证明中用到命题
2.5（4）。但对于无穷值逻辑的情形，需要根据 Ł∞ 的演绎定理（[5]，第 98页）
把该条目修改为：

(4) 如果 Γ ∪ {ϕ} ⊢Ł ψ，那么存在某个正整数m，Γ ⊢Ł↠m−1
i=1 (ϕ, ψ)。
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于是就证明了 x(ϕ ▷ θ) = Vx(ϕ ▷ θ)。由此可以得到 Ł∞CK的完全性。当然，
我们也可以采用代数语义来证明 Ł∞CK的完全性。
把ŁCK2推广到无穷值情形情况比较复杂。根据ŁCK2语义得到的Łukasiewi-

cz无穷值模态逻辑系统需要引入无穷演绎规则。（[18]）因此，把 ŁCK2推广到无
穷值情形，也会引进无穷值规则。鉴于其复杂性，该话题留待后续论文讨论。

5 结语

我们在本文构建了基本 Łukasiewiczm-值条件逻辑系统 ŁCK和 ŁCK2，通过
对这些系统进行扩充，可以得到类似于斯塔尔纳克和刘易斯的条件逻辑系统。我

们证明了这两个逻辑系统的可靠性、完全性和有穷模型性质，把 ŁCK推广到无
穷值情形。我们仍有一些问题值得进一步研究。如何建立 Łukasiewicz m-值条件
逻辑系统的代数语义和其他语义，如何构建其他多值逻辑的条件句逻辑系统，如

中介逻辑的，其他模糊逻辑的，需要进一步探讨。
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Basic Łukasiewiczm-valued Conditional Logics

Shuquan Huo

Abstract

Classical conditional logic has been studied extensively. In recent years, some non-
classical conditional logic has also appeared. Many-valued logic admits that propositions
can take many truth values, has fault-tolerant ability, its implication word is similar to
the classical implication word, and can also describe conditionals sentence, so we should
havemany-valued conditional logic. In this paper, we will construct the basic conditional
logic systems ŁCK and ŁCK2 based on Łukasiewiczm-valued propositional logic, and
prove the reliability, completeness, and finite model properties of these systems. Finally
we generalize ŁCK to the infinite-valued case.
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