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交错群 A4在布尔系统上的不可表示性

曹航杰 熊明

摘 要：非非悖论是一类比较典型的具有对称性的语义悖论，这类悖论的对称性都可

用置换群进行刻画。当一个置换群刻画了某个悖论的对称性时，我们称此置换群可由

该悖论表示。Hisung（2022）提出如下猜测：任意置换群都可由非非类型的悖论表示。
本文通过使用群映射等概念来分析群作用到真值序列集上的轨道和稳定化子，证明了

交错群 A4 不能被任何布尔系统表示。这表明如果把非非类型的悖论限制在布尔悖论的

范围内，并不是每个置换群都能由非非类型悖论来表示。本文还通过置换群直和构造

给出了其他不能被布尔系统表示的置换群例子。研究表明不可被布尔系统表示的置换

群不是孤立的，而是有一定存在基础的。
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1 引言

有些悖论与其语句形式上的对称性密切相关。这方面最简单的一个例子是所

谓的非非悖论（the no­no paradox）。它由两个语句构成，其中每个语句都说另一个
语句为假。通常情况下，我们会认为这两个语句并没有产生悖论，因为若使这两

个语句一个为真另一个为假并不会导致矛盾。然而，如果看到这两个语句在形式

上是对称的，那么它们在真值上也必须是无法分辨的。这正是 Sorensen所指出的
一个对称性赋值原则：相互对称的语句只能被赋予同一真值。（[12]，第 166–167
页）这样上述两个语句因为没有这样的赋值而被认为是悖论的。1 Sorensen还指出
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1这一语句组的提出归功于布里丹（J. Buridan），戈德斯坦（L. Goldstein）在 [5]中也指出了这一语句组赋值的

对称性问题。
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上述悖论现象并不限于非非悖论（[12]，第 170页），考虑如下形式的语句集：

语句 (δn)为假 (δ1)

语句 (δ1)为假 (δ2)

……

语句 (δn−1)为假 (δn)

当 n 是奇数时，上述语句集在通常意义下是悖论的；而当 n 是偶数时，上述语

句集合就属于 Sorensen指出的那种对称性悖论，非非悖论正是上述一般情形中的
n = 2时的特例。除此之外，下面的例子也来自于 Sorensen（[12]，第 175页）：

此列语句中除 (δn)外的某个语句为假 (δ1)

此列语句中除 (δ1)外的某个语句为假 (δ2)

……

此列语句中除 (δn−1)外的某个语句为假 (δn)

非非悖论及其更复杂的变体的一般特征是：它们在形式上具有对称性但又

缺乏对称性赋值。此种悖论自提出后引起了逻辑学界的关注，Goldstein （[5]）、
Armour­ Garb与Woodbridge（[1]）及 Cook（[3]）等人先后对此悖论展开哲学与
逻辑上广泛深入的探讨。他们主要围绕产生这一悖论的逻辑条件进行分析。这里，

延续文 [9]借助置换群对上述对称性悖论的刻画思想，我们把研究聚焦于非非类
型悖论的对称性。

注意，悖论语句集（或其标签）上的置换自然地作用于语句集。如果一个悖

论在此置换的作用下能够保持不变，那么可以认为此悖论关于此置换对称。而置

换群刻画某个悖论的对称性则是指，恰是此群中的置换使得对应悖论的所有语句

在置换变换后保持不变，从而我们认为该置换群正反映了对应悖论的对称性。

具体而言，对非非悖论中的两个语句进行对换，即 δ1变为 δ2，δ2变为 δ1，得

到的仍然是非非悖论。上述变换一般表示为置换 (12)。保持非非悖论不变的变换

还有恒等映射。因此，保持非非悖论在 (12)和恒等映射（记为 e）这两个置换下

保持不变。这两个置换构成了对称群 S2。在此意义上，非非悖论的对称性由对称

群 S2刻画。更一般地，前面提到的第二例子中的语句集 {δ1, . . . , δn}的对称性由
置换 (12 . . . n)生成的循环群 Cn来刻画。在同样的意义下，第三例子中的语句集

则对应对称群 Sn。
2由此，一个相反的问题是：是否每个置换群，都有一个悖论，

其对称性恰好由此置换群来刻画。这实际上引发了置换群在悖论上可表示问题的

研究。对于一个置换群 G，如果存在布尔系统，其对称性由 G刻画，那么就称 G

是可表示的。对此，有下述猜想：

2参见文 [9]第 1930页。关于置换群的定义及置换群与悖论之间的关系，详见本文第 2节。
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对于任意 n，以及任意 Sn的非平庸子群G，我们可以构造一个非非

类型悖论的对称性恰好由 G刻画。 （[9]，第 1930页）

但是本文的研究将表明，如果对于置换群不做限定那么这个猜想不成立。而

且这一否定性的结论基于布尔系统意义上的不可表示性：存在着置换群不能被任

何布尔系统表示，并因此不能被任何非非类型悖论所表示。具体地，我们发现了

四元交错群 A4与 S4之间具有一种 B­扩张关系，这将使得前者是不可表示的。

证明的大致思路是：对任何一个布尔系统，如果它能够在四元交错群的每个

置换下保持不变，那么也一定在对称群 S4的每个置换下保持不变。换言之，对称

性一定会超过 A4，因此布尔系统的对称性不会刚好由 A4来刻画。我们将引入置

换群的“B­扩张”概念来具体展开上述想法。

本文除了证明交错群 A4 是不可表示的之外，还会讨论置换群直和构造的可

表示性。我们发现，两个可表示的置换群的直和也将是可表示的（定理 5.1）。对
于不可表示性，置换群已知的 B­扩张能够在直和的层面被重新构建，应用证明A4

不可表示的方法，我们将能够得到直和构造下不可表示的实例。

本文的结构如下。第 2节在带真谓词的算术语言中给出布尔系统概念，并解
释其对称性的描述方法。第 2节还将为布尔系统的对称性提供了一个真值语义上
的等价条件，由此将对称性问题简化为布尔系统转移函数的配置问题。第 3节分
析了实现转移函数的特定对称性的必要条件和充分条件，并提供了一种限制条件

下的实现给定置换群对称性的布尔系统的构造。在第 4节，置换群的 B­扩张关系
被引入，借助这个概念我们将论证，转移函数的实际配置如果对某个置换群的对

称性是必要的，则对它的 B­扩张置换群的对称性是充分的。然后，我们说明了一
个具体的置换群 A4 有一个真包含它的 B­扩张，进而说明 A4 不能是任意布尔系

统的对称群。第 5节引入置换群的直和构造，通过直和构造得到其他不可表示置
换群。第 6节回顾了本文的主要结论，并对后续研究进行展望。

2 布尔系统及其对称性

本文使用分析悖论的标准语言，即在皮亚诺算术语言 L基础上添加真谓词符

T 得到的一阶语言 LT。我们将固定算术结构N = ⟨N,′ ,+, ꞏ, 0⟩作为 L的模型，因

此 LT 的模型都形如二元组M = ⟨N, X⟩，其中X作为T 的外延是N的子集。以

后，除非特别申明，公式或语句都相对于 LT 而言。给定模型M = ⟨N, X⟩，VM

则表示从 LT 公式集到真值集 {1, 0}的赋值函数，如果 VM (A) = 1，则称语句在

模型M中为真。特别地，对语句 A，VM(T⌜A⌝) = 1当且仅当 ⌜A⌝ ∈ X，其中

⌜δ⌝既表示 LT 公式 δ的哥德尔编码，又可表示这个编码对应的数字项，在记号上
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不加区分。3

非非类型的悖论都可归入一大类被称为布尔系统的语句集。设F (x1, x2, . . . , xn)

是某个 n­元布尔函数的代数表达式，如果把 n个公式 δ1, δ2, …, δn 对应变元指派
x1, x2, …, xn进行代入，得到的表达式 F (δ1, δ2, . . . , δn)可称为这些公式的布尔组

合。（[8]，第 887页）

定义 2.1 ([8]，第 888页). 布尔系统是指这样的语句集 Σ = {δi|1 ≤ i ≤ n}，其中
每个语句 δi 都对应一个布尔组合 Fi(T⌜δ1⌝, . . . , T⌜δn⌝)，且 δi 与对应的布尔组合

式形成的等值式，即：

δi ↔ Fi(T⌜δ1⌝, T⌜δ2⌝, . . . , T⌜δn⌝)

在所有模型中为真。

布尔系统都可通过哥德尔的不动点定理获得，细节略去。为简便起见，以后

列出的等值式都意味者它在每个形如 ⟨N, X⟩的模型上为真，不再一一指明。例如，
非非悖论对应语句集 {δ1, δ2}，其中 δ1和 δ2满足下述两个等值式：δ1 ↔ ¬T⌜δ2⌝

δ2 ↔ ¬T⌜δ1⌝

下面的定义说明了如何使用置换来刻画包含非非类型悖论在内的布尔系统的对称

性。指标集 {1, 2, . . . , n}上的置换是指从 {1, 2, . . . , n}到其自身的双射。本文以代
数的标准记法来表示置换，即按照轮换（cycle）的形式表示置换。例如，{1, 2, 3}
上的置换 τ 满足 τ (1) = 1, τ (2) = 3, τ (3) = 2，它的轮换分解形式写作 (1)(23)

（根据上下文，可简化为 (23)）。{1, 2, . . . . . . , n}上的恒等映射则一般地记为 e。集

合 {1, 2, . . . , n}上所有置换构成了一个群，被称为 n次对称群，记为 Sn。注意到

Sn的单位元就是恒等映射 e。Sn的子群都称为是一个置换群。

定义 2.2 ([9]，第 1926页). 设 Σ为定义 2.1中的布尔系统，σ是集合 {1, 2, . . . , n}
上的置换。如果对任意 1 ≤ i ≤ n，

Fi

(
T⌜δσ(1)⌝, T⌜δσ(2)⌝, . . . , T⌜δσ(n)⌝

)
↔ Fσ(i) (T⌜δ1⌝, T⌜δ2⌝, . . . , T⌜δn⌝)

那么称 Σ是 σ­对称的。

一个基本的事实是：对任意布尔系统Σ，
{
σ ∈ δn | Σ是σ­对称的

}
构成了一个

群，此群被认为Σ的对称群。（[9]，第 1926页）换言之，该对称群在布尔系统Σ上

可表示。引论提到的问题本质上就是研究在布尔系统上可表示的群究竟有哪些。

3也就是说，后文中形如 T⌜δ⌝的语句总是指 T (⌜δ⌝)。



60 逻辑学研究 第 17卷第 2期 2024年

一个布尔系统，如果它的对称群是平凡群 {e}，那么可认为此布尔系统不具
有（非平凡的）对称性。不难看出，非非悖论的对称群是 S2 = {e, (12)}。一般地，
引论中第二个例子中的布尔系统的对称群是由 (12 . . . n)生成的 n阶循环群，而第

三个例子的对称群则是 Sn。

为了方便研究置换群与布尔系统的对称性之间的关联，我们把布尔系统的对

称性特征归结为真值序列（或二进制数组）之间映射的特征。在下文中，如数学中

的惯常做法那样，我们将用同一符号表示布尔函数本身及其对应布尔表达式。于

是，对于 n元布尔函数 F 和语句 δ1, δ2, . . . , δn有

F (VM (δ1) ,VM (δ2) , . . . ,VM (δn)) = VM (F (δ1, δ2, . . . , δn)) .

左侧的 F 代表布尔函数本身，而右侧的 F 代表此函数的布尔表达式。

令B = {0, 1}。对任意正整数 n，Bn中的元素将被称为 n元真值序列，一般

地用符号 x表示。

定义 2.3 ([14]，第 1043页). 设 Σ 为定义 2.1中的布尔系统，如果

f (x) = (F1 (x) , . . . , Fn (x))

则称 f : Bn → Bn是由 Σ 转移函数。4

置换能自然地作用于真值序列，如下规定。

定义 2.4. 设G是 Sn的一个子群，g是G中的任意置换，x = (ϵ1 ϵ2 · · · ϵn)是 n元

真值序列，定义 g · x如下：

g · x = g · (ϵ1 ϵ2 · · · ϵn) :=
(
ϵg(1) ϵg(2) · · · ϵg(n)

)
.

例如，(13) · (1001) = (0011)。下面的命题给出了布尔系统的 σ­对称性的一个
等价条件。

命题 2.1. 设 Σ为定义 2.1中的布尔系统，σ ∈ Sn。Σ是 σ­对称的，当且仅当，Σ

的转移函数 f 满足以下条件：对任意 x ∈ Bn，f (σ · x) = σ · f (x)。

证明. 对于任意语义模型M = ⟨N, X⟩，T⌜δ1⌝, T⌜δ2⌝, . . . , T⌜δn⌝的赋值情况都能
可以通过一个 n元真值序列 x = (ϵ1 ϵ2 · · · ϵn)表示，满足 VM (T⌜δi⌝) = ϵi。而反过

来，任意的 n元真值序列 x = (ϵ1 ϵ2 · · · ϵn)都能表示任意模型对 T⌜δ1⌝, . . . , T⌜δn⌝
4相似的概念也被称为克里普克跳跃算子（Kripke Jump，[7]，第 64页）。在文献 [14]中，这个函数被称为“从

修正序列中诱导出来的函数”（induced from the revision sequence）。本文使用的名称（transition function）直接来源
于文 [13]第 214页。
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的赋值情况，满足 V (T⌜δi⌝) = ϵi。根据 VM的赋值规则，我们分别有：

VM(Fi

(
T⌜δσ(1)⌝, . . . , T⌜δσ(n)⌝

)
) = Fi

(
VM

(
T⌜δσ(1)⌝

)
, . . . ,VM

(
T⌜δσ(n)⌝

))
= Fi

(
ϵσ(1), ϵσ(2), . . . , ϵσ(n)

)
VM

(
Fσ(i) (T⌜δ1⌝, . . . , T⌜δn⌝)

)
= Fσ(i) (VM (T⌜δ1⌝) , . . . ,VM (T⌜δn⌝))

= Fσ(i) (ϵ1, ϵ2, . . . , ϵn)

σ­对称性意味着 Fi

(
T⌜δσ(1)⌝, . . . , T⌜δσ(n)⌝

)
↔ Fσ(i) (T⌜δ1⌝, . . . , T⌜δn⌝)，即对任

意赋值VM有VM
(
Fi

(
T⌜δσ(1)⌝, . . . , T⌜δσ(n)⌝

))
= VM

(
Fσ(i) (T⌜δ1⌝, . . . , T⌜δn⌝)

)
，

也就是说，Fi

(
ϵσ(1), ϵσ(2), . . . , ϵσ(n)

)
= Fσ(i) (ϵ1, ϵ2, . . . , ϵn)。后者要在给定任意模

型的条件下成立，当且仅当，对任意 x ∈ Bn，f (σ · x) = σ · f (x)。

置换对真值序列的变换（定义 2.4）具有特殊的代数性质，它是一个群作用
（group action）。置换群 G在集合 X 上的群作用是一个二元运算 · : G ×X → X，

满足 (g ◦ h) · x = g · (h · x)以及 e · x = x。易验证定义 2.4引入的运算正是Bn上

的群作用。真值序列集也因此具有了相对于该运算的特定代数性质。

设 G、H 是群，G ⩽ H 表示 G是H 的子群，G < H 则表示 G是H 的真子

群。置换群理论更多的知识可参见文 [4]。下文会在适当的地方引入必需的群论概
念和记号。

3 G­映射与可表示的置换群

命题 2.1说明对称布尔系统的构造任务现在实质上是一个转移函数配置的工
作。此工作可分成两个部分：对G中的 σ，需确保对任意 x ∈ Bn，f (σ · x) = σ·f (x)

（正面要求）；对 G外的 σ，要有 x ∈ Bn 使 f (σ · x) ̸= σ · f (x)（负面要求）。为

讨论正面要求部分，先引入一个概念：

定义 3.1 ([11]，第 260 页). 群 G 作用于集合 X。称函数 f : X → X 是 G­映射
（G­map），如果对任意 σ ∈ G，任意 x ∈ X，f (σ · x) = σ · f (x)。

本文仅关注X = Bn的情况。注意到，如果群G中的置换 σ不改变真值序列

x的取值，即 σ · x = x，那么对于映射 f 来说，有 f(x) = f(σ · x) = σ · f(x)。换
言之，保持真值序列 x不变的置换也应对转移函数的取值 f(x)保持不变。

上述观点可以更一般地表述，为此引入稳定化子的概念。当群 G作用于集合

X 上时，对于 x ∈ X，x的稳定化子 G(x)是由那些在作用后不改变 x的元素组

成的集合，即 G(x)定义为 {σ ∈ G | σ · x = x}.
还需引入 G­轨道的概念。考虑置换 G作用于集合 X，设 x, y ∈ X。如果存

在 g ∈ G使得 g · x = y，则称 y在 G下与 x等价，记作 y ∼G x。易见 ∼G是一个
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等价关系。按此等价关系给出的 x的 G­轨道 [x]G，即：

[x]G :=
{
y ∈ X | y ∼G x

}
= {g · x | g ∈ G}

所有G­轨道构成了对X 的一个划分。特别地，按定义 2.4给出的作用，真值序列
集Bn划分为若干个不相交的轨道，即形如 [x]

G
= {g · x | g ∈ G}的Bn子集。

引理 3.1. 如果 f 是定义在Bn上的 G­映射，那么 f 满足以下条件：

(1) 对于任意 x ∈ Bn，x的稳定化子 G(x)是 f(x)的稳定化子 G(f(x))的子群，

即 G(x) ⩽ G(f(x))。

(2) 对于 Bn 的任意 G­轨道 [x]G，其中的任意元素 y = g · x（g ∈ G），都有

f(y) = g · f(x) ∈ [f(x)]G。

引理 3.1表达了G­映射的两个必要条件。(1)是因为 f 应当是函数，需确保对

相同序列的取值一致：如果 σ · x = x，即 σ ∈ G(x)，那么必定有 f(σ · x) = f(x)。

由于任意 x ∈ Bn 有 f(σ · x) = σ · f(x)，所以 σ · f(x) = f(x)，即 σ ∈ G(f(x))。

对于 (2)，只需注意到 f(y) = f(g · x) = g · f(x)即可。

定理 3.2. 给定任意 Sn的子群 G，都可构造一个Bn上的 G­映射。

证明. 我们按照以下步骤构造一个Bn上的函数 f：

(i) G的作用将Bn划分成若干轨道，考虑其中的任意轨道 [x]G，为其代表元 x

赋予一个函数值 f(x) = a，其中 a满足 G(x) ⩽ G(a)。

(ii) 接下来，在该轨道中的其他元素上继续生成函数值，对于任意 g · x ∈ [x]G，

定义 f(g · x) = g · a

这里的生成的函数值是良定义的。如果 g · x = h · x，则 h−1g ∈ G(x)，然后

h−1g ∈ G(a)，因此 g · a = h · a，即 f(g · x) = f(h · x)。所有Bn的轨道都按照以

上方式生成轨道中各元素的函数赋值。

该函数是一个 G­映射:任意的 Bn 上的序列 y，必定唯一地属于某个 G­轨道
[x]G，根据轨道的定义，存在 g ∈ G使得 y = g · x。再考虑任意 σ ∈ G，

f (σ · y) = f (σ · (g · x)) = f ((σg) · x) （群作用条件）

= (σg) · f (x) （σg ∈ G）

= σ · (g · f (x)) （群作用条件）

= σ · f (g · x) = σ · f(y) （g · f(x) = f(g · x)）
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定理 3.2给出的 G­映射构造过程被称为为轨道封闭性构造模式。该构造模式
产生的函数仅满足了前述的正面要求部分，它可能产生超出给定置换群的 G­映
射。考虑负面要求部分，我们需要引入一些额外的概念。设 G、H 是 Sn的子群，

若 G是 H 的非平凡子群时，则 H 可以被写作 G和 G左陪集的不交并形式，即

H = G ⊎ h1G ⊎ · · · ⊎ hm−1G。特别地，当H 是 Sn时，集合 {h1, . . . , hm−1}被称
为 G的截线（transversal）。5关于负面要求，下面的结果说明了我们无需逐个排

除置换在 G之外的情况：

定理 3.3. 设 f 是Bn上的G­映射，{h1, . . . , hm−1}是G的截线。如果对于任意截

线中的 hi 都能找到 xi ∈ Bn，使得 hi · f(xi) ̸= f(hi · xi)，则对于所有 σ ∈ Sn 且

σ /∈ G，都存在 y ∈ Bn使得 σ · f(y) ̸= f(σ · y)。

证明. σ属于某个 G的左陪集 hiG(hi ̸= e)，因此 σ又写作 σ = hig，g ∈ G。

根据前提，对于截线中的 hi，存在 xi ∈ Bn，使得 hi · f(xi) ̸= f(hi · xi)。此

时对 hiG中的置换 hig，找到 g−1 · x ∈ Bn，使得

f((hig) · (g−1 ·xi)) = f(hi ·xi) ̸= hi · f(xi) = hi · g · g−1 · f(xi) = (hig) · f(g−1 ·xi)

反过来讲，如果截线中的某个置换 hi的对称性没有被排除，那么可以由G中

的所有置换加上 hi生成得到一个群H，而 f 将是一个H­映射。G一定是H 的真

子群，因为 hi /∈ G，于是 f 的对称性超过了 G。总而言之，排除截线的对称性对

于我们的构造任务不仅是充分的，而且是必要的。

考虑 S3的子群 3阶循环群 C3 = {e, (123), (132)}的情况，我们来构造一个以
C3 作为对称群的布尔系统。为此，需要构造一个 C3­映射 f，且它不是 S3­映射。
下面将结合表 1来说明 f 的构造过程。在这个表中，x所在行表示 B3 中的 8个
真值序列，f(x)所在行则表示对这 8个序列的转移函数配置。
首先注意，C3 作用至 B3 产生 4 个轨道，图中 x 所在行以竖线分隔这四个

轨道。轨道的代表元用 * 标记。稳定化子则分为两种情况：序列 111 和 000 的

稳定化子为 C3；其他序列的稳定化子均为仅包含单位元 e 的平凡子群。我们注

意到 110 与 011 的稳定化子相同，根据引理 3.1 (1)，可为 111 配置转移函数值

011。再注意到，S3 = C3 ⊎ (12)C3，根据定理 3.3，在 f 上需要排除的对称性是

置换 (12)。如果固定 110的取值为 101，那么就成功排除了置换 (12)。这是因为

f((12) · 110) = f(110) = 011，但 (12) · f(110) = 101。对其他轨道，代表元函数

选择只需考虑稳定化子的条件，为方便构造，余下轨道的代表元全部取值为 000。

5参见文 [11]第 178页。在给定置换群的条件下，截线的选择并不唯一。m− 1个截线置换分别取自于m− 1

个左陪集，而每个截线置换在对应陪集中的选择是任意的。
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完成了 4个轨道中代表元的函数选择后，再通过轨道封闭性取值进一步生成各个
轨道中余下序列的函数取值，例如从 f(110) = 011生成得到 f(011) = 101，因为

(132) · 110 = 011并且 (132) · 011 = 101。以上给出了函数 f，由此可构造布尔系

表 1: C3的函数配置

x 110* 011 101 100* 010 001 111* 000*
f(x) 011 101 110 000 000 000 000 000

统，使 f 恰好是其转移函数。具体构造过程可参见文献 [8]，此不赘述，仅给出最
后结果如下：

δ1 ↔ (¬T⌜δ1⌝ ∧ T⌜δ2⌝ ∧ T⌜δ3⌝) ∨ (T⌜δ1⌝ ∧ ¬T⌜δ2⌝ ∧ T⌜δ3⌝)

δ2 ↔ (T⌜δ1⌝ ∧ T⌜δ2⌝ ∧ ¬T⌜δ3⌝) ∨ (T⌜δ1⌝ ∧ ¬T⌜δ2⌝ ∧ T⌜δ3⌝)

δ3 ↔ (T⌜δ1⌝ ∧ T⌜δ2⌝ ∧ ¬T⌜δ3⌝) ∨ (¬T⌜δ1⌝ ∧ T⌜δ2⌝ ∧ T⌜δ3⌝)

读者可以验证该布尔系统的对称群恰是 C3。

在置换群结构较简单时，排除截线中置换的对称性总是可行的，因此存在实

现正面与负面要求的转移函数 f。事实上，所有比 4元交错群 A4小的置换群都能

按以上方式构造得到对此布尔系统。此外，以上布尔系统可以转变成一个非非类

型悖论，只需要将 f(000)的取值变更为 111，并在 100所处轨道上以恒等映射方

式取值。这个例子暗示我们能够为任意循环群 Cn构造对应的非非类型悖论
6，限

于篇幅，这里不展开构造性证明。

4 不可表示的置换群

前一节给出了一个在布尔系统上可表示群的例子。本节将给出一个不可表示

的置换群例子，这是引论中提到猜想的一个反例。沿着前一节铺就的思路，我们

将考虑一种群的扩张关系。

定义 4.1. 设 G、H 是 Sn 的子群，且 G是 H 的子群。Bm 是所有m元真值序列

的集合。称 H 为 G的一个 B­扩张，如果对于任意m ≥ n

(a) G与 H 对Bm的作用产生了相同的轨道划分7；

6引论中的第二个语句组是对称群为 Cn 的最直观的例子，但在 n为奇数的情况下，它不是非非类型悖论。
7这个条件可以更弱一些，当 G 是 H 的子群时，处于同一 G­轨道中的序列都属于同一 H­轨道（对任意 x，

[x]G ⊆ [x]H）。所以实际需要的仅是：处于同一H 轨道中的序列都属于同一G­轨道（对任意 x，[x]H ⊆ [x]G）。
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(b) 对于任意 x1, x2 ∈ Bm，如果G(x1)是G(x2)的子群，则H(x1)是H(x2)的

子群。

简言之，一个置换群的B­扩张作用至给定Bm后，在轨道划分和稳定化子的子

群关系上保持了（与该置换群）相同的结果。在以上定义以及随后的定理 4.1中，
之所以选择任意的 Bm（而不是 Sn 置换自然作用的 Bn）与不可表示结论有关

——如果仅考虑相对于 Bn 上定义的 G和 H 的轨道划分和稳定化子子群关系保

持关系，后续能直接推论得到的结论仅仅是 G 不能被 Bn 上的函数表示。一个

潜在的疑问是，不可表示性是否会随着真值序列长度的增加而不成立，例如某个

Bk(k > n)提供了更多的函数使得 G能够被表示。我们这里给出复杂的定义旨在

彻底处理这种可能的状况。8

定理 4.1. G、H 是 Sn 的任意子群。如果 H 是 G的 B­扩张且 m ≥ n，则对于任

意Bm上的函数 f ,若 f 是 G­映射，则它是 H­映射。

证明. 考虑任意 x ∈ Bm以及任意 h ∈ H。h · x处于H­轨道 [x]H，并且存在某个

g ∈ H 使得 h · x = g · x，因为 H 是 G的 B­扩张，[x]H 也是一个 G­轨道。
如果 f 是G­映射，那么根据引理 3.1，G(x) ⩽ G(f(x))且 f (g · x) = g ·f (x)。

考虑到H是G的 B­扩张，前者也在H意义上成立：H(x) ⩽ H(f(x))(B­扩张定义
(b))。又因为 h ·x = g ·x，所以 h−1g ∈ H (x)。H意义上的稳定化子的子群关系使

得以 h−1g ∈ H (f(x))，也就是说 h ·f (x) = h ·(h−1g · f (x)) = g ·f (x) = f (g · x)，
由于 f 是一个函数，f(h · x) = f(g · x)，因此 f (h · x) = h · f (x)，即 f 是一个

H­映射。

这里的“如果……则……”实际可以换成“当且仅当”，即是说，G与 H 之

间有 B­扩张关系等价于所有 G­映射是H­映射。但我们暂时不给出另一方向的证
明，首要的目标是不可表示性。对该定理我们特别关心 G是 H 的真子群的情况，

下面的命题给出了 B­扩张的此种情况的一个具体例子。

引理 4.2. S4是其非平庸子群 A4的 B­扩张。

证明. 我们在此列出 A4所有元素：

A4 = {e, (123), (124), (142), (132), (134), (143),
(234), (243), (12)(34), (14)(23), (13)(24)}

8感谢现代逻辑会议匿名评审的意见，他（她）已经注意定义 4.1中建立在任意Bm(m > n)的G与H 扩张

关系实际可被归结的Bn上的较弱意义的二者扩张关系，尽管最终我们还是要考虑任意Bm的函数。如后续的引

理 4.2所显示的，作为 S4 的置换群，A4 对任意Bm(m > 4)的作用只体现在序列的前四位真值上。由此，任意
Bm 上轨道划分与稳定化子子群关系的一致可归结于B4 上轨道划分与稳定化子子群关系的一致。额外的概念有

助于优化后续一些结果的证明（特别是引理 4.2），只是对最后不可表示性结论而言并非必需。
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A4与 S4是 S4的子群。首先验证 A4与 S4作用至Bm(m ⩾ 4)产生的相同的
轨道划分对于轨道划分情况：它们都产生了 5× (2m−4)个轨道，这些轨道中的任

意序列后m− 4位真值情况完全一致，并且在固定后m− 4位的情况下，包含前

4位真值 1出现 i次的所有情况（i = 0, 1, 2, 3, 4）。

稳定化子的子群关系状况：首先是 A4，

A4 ((1111X)) = A4 ((0000X)) = A4

A4 ((1110X)) = A4 ((0001X)) = {e, (123) , (132)}
A4 ((1101X)) = A4 ((0010X)) = {e, (124) , (142)}
A4 ((1011X)) = A4 ((0100X)) = {e, (134) , (143)}
A4 ((1100X)) = A4 ((0011X)) = {e, (12) (34)}
A4 ((1010X)) = A4 ((0101X)) = {e, (13) (24)}
A4 ((0110X)) = A4 ((1001X)) = {e, (14) (23)}

S4的情况则是：

S4 ((1111X)) = S4 ((0000X)) = S4

S4 ((1110X)) = S4 ((0001X)) = S3

S4 ((1101X)) = S4 ((0010X)) = {e, (124) , (142) , (12) , (14) , (24)}
S4 ((1011X)) = S4 ((0100X)) = {e, (134) , (143) , (13) , (14) , (34)}
S4 ((0111X)) = S4 ((1000X)) = {e, (234) , (243) , (23) , (24) , (34)}
S4 ((1100X)) = S4 ((0011X)) = {e, (12) (34) , (12) , (34)}
S4 ((1010X)) = S4 ((0101X)) = {e, (13) (24) , (13) , (24)}
S4 ((0110X)) = S4 ((1001X)) = {e, (14) (23) , (14) , (23)}

X表示后m−4位任意的真值情况（共 2m−4种）。我们已列出所有Bm序列的稳定

化子，得到以下事实：x1, x2 ∈ Bm，若A4 (x1) ⩽ A4 (x2)则 S4 (x1) ⩽ S4 (x2)。

进一步我们猜测在 n ≥ 4 的情况下，Sn 是交错群（对称群中所有偶置换的

群）An的 B­扩张。限于篇幅，本文只利用命题 4.2提供引论中提到的猜想的一个
反例，作为本节的主要结果。

定理 4.3. 不存在布尔系统使其对称群恰好是 A4。

证明. m元布尔系统的对称群一定是 Sm 的一个子群，而 A4 不是 S3 的子群。因

此，只需考虑m ≥ 4的情况。

根据引理 4.2，S4 是 A4 的 B­扩张，再根据定理 4.1，若 m ≥ 4，那么任意

实现 A4对称性的Bm上的转移函数 f（A4­映射）都实现了 S4的对称性（S4­映
射）。所以任何m(m ≥ 4)元布尔系统，其对称群不可能是 A4。综上所述，任意布

尔系统的对称群都不可能是 A4。
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回顾第3节的定理 3.3以及最后的对称布尔系统的构造进程，构造的目标是一
个排除了 G截线置换对称性的 G­映射。对于 A4而言，需要排除的截线置换是仅

仅是一个对换 (12)，因为 S4 = A4 ⊎ (12)A4。而以上论证实际上告诉我们，因为

交错群 A4具有非平庸的 B­扩张 S4，任何的 A4­映射都不可能排除对换 (12)。

更一般地，考虑G是 Sn的子群，并且 Sn = G⊎h1G⊎ · · · ⊎hm−1G，在G­映
射的条件下，G的截线中存在一部分 hi, hi+1, . . . , hi+k 不可排除的，那么，考虑

H 由 G和 hi, hi+1, . . . , hi+k 生成的群，所有 G­映射都是H­映射。反过来，如果
所有 G­映射都是 H­映射，也可以推论某些 G的截线中的置换是不可能排除的。

但是应当注意到，G截线置换 h1, h2, . . . , hm−1的排除是逐步进行的，当某个

真值序列被赋予特定转移函数值以排除特定置换的对称性，那么后续其他置换的

排除就必需考虑已经固定的转移函数配置。这就让我们不得不考虑另一种G不可

表示的可能状况：在 G­映射条件下，G截线置换 hi, hj 各自可以通过特定的转移

函数配置得到排除，但二者却不能同时排除。这种可能状况也可以理解为，任意

的 G­映射或者是H­映射，或者是K­映射，而 G同时是H 和K 的真子群，此时

仍然没有对称性恰好是 G的 G­映射。

5 布尔系统与置换群的直和

利用已有的 A4 的不可表示性，我们可以给出其他的布尔系统上不可表示的

群。本节讨论一类特殊结构的置换群：G ≤ Sn, H ≤ Sm 是两个置换群，它们的

直和（direct sum）G⊕H 9 指一个 {1, 2, . . . , n+m}上的置换群，G⊕H 中的任

意置换 π由 Sn中的某个置换 σ与 Sm中的某个置换 τ 定义得到10：

π(i) =

σ(i), i ≤ n

n+ τ(i), n < i ≤ m

这样的 π亦被记作 π = (σ, τ)。

G ⊕H 中的每个元素 π 表达了两个不相交的置换——一个是集合 {1, . . . , n}
上的置换，另一个则是 {n+ 1, . . . , n+m}上置换。G⊕H 中置换 π对 n+m元

真值序列作用的结果可以被视为两个相互独立的部分：前 n为序列的作用结果由

σ完全决定，后m位的作用结果则由 τ 完全决定。

9群G的H的笛卡尔积G×H构成一个群，称为G和H的外直和（external direct sum），而当G∩H = {e}
时，乘积GH = {gh | g ∈ G, h ∈ H}是一个与外直和同构的群，称为G和H 的内直和（internal direct sum，
一般被记作G⊕H）。由于我们期望置换群的直和仍是置换群（而非置换二元组构成的群），所以这里的直和概念

接近于内直和。
10此处直接采用了文献 [6]中的定义。
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为更好地说明G⊕H 中的置换对真值序列的作用结果，我们引入以下真值序

列的“合并”操作。an = (α1, . . . , αn)是一个 n元真值序列，bm = (β1, . . . , βm)

是一个 m 元真值序列，对这两个序列的复合得到一个 n + m 元序列，定义为

an ∗ bm := (α1, . . . , αn, β1, . . . , βm)。若 G ⩽ Sn,H ⩽ Sm，π = (σ, τ)是 G⊕H 中

的置换 (σ ∈ Sn, τ ∈ Sm)，易见 π对 an ∗bm的作用结果 π ·(an ∗bm) = σ ·an ∗τ ·bm。
在以下意义上，置换群的直和保持了可表示性。

定理 5.1. 如果置换群 G ∈ Sn，H ∈ Sm 分别被 n元布尔系统与 m元布尔系统所

表示的，那么它们的直和 G⊕H 是可被一个 n+m元布尔系统所表示。

证明. G被一个 n元布尔系统所表示，其转移函数为 fn : Bn → Bn; H 被一个
m元布尔系统所表示，其转移函数为 fm : Bm → Bm。利用 fn 和 fm 定义一个

Bn+m上的转移函数 fn⊕m，作为表示 G⊕H 的布尔系统的转移函数。

fn⊕m(x) :=



1n ∗ fm(y) 若x = 1n ∗ y, y是m元序列，且 y ̸= 1m

fn(y) ∗ 1m 若x = y ∗ 1m, y是 n元序列，且 x ̸= 1m

1n ∗ 0m 若x = 1n+m

0n+m 否则

其中 1n、0n分别表示所有位置上的真值均为 1、0的 n元序列。

我们要证明，任意 x ∈ Bn+m，π ∈ G⊕H当且仅当 π ·fn⊕m(x) = fn⊕m(π ·x)。
考虑G⊕H 中的 π = (σ, τ)（其对于序列 x的作用结果 π ·x = σ ·an ∗ τ · bm），

通过对以上 fn⊕m的四种取值情况讨论，可以证明 fn⊕m(π · x) = π · fn⊕m(x)。例

如，当 x = y ∗1m时，fn⊕m(x) = fn(y)∗1m，并且 π ·x = σ ·y ∗1m，fn⊕m(π ·x) =
fn(σ · y) ∗ 1m。由于转移函数为 fn满足 σ · fn(y) = fn(σ · y)，所以 π · fn⊕m(x) =

σ · fn(y) ∗ 1m = fn(σ · y) ∗ 1m = fn⊕m(π · x)。其他的情况不再一一说明。
以上证明了 fn⊕m 是一个 G ⊕ H­映射，还需证明 fn⊕m 排除了所有 G ⊕ H

之外置换的对称性。首先，对序列 x = 1n+m 的函数配置排除了所有 Sn ⊕ Sm 之

外置换的对称性，因为这些置换的作用保持 1n+m 不变，但能改变了它的函数取

值，即 1n ∗ 0m。遵循先前的记法，Sn ⊕ Sm 中的任意置换 π 被写作 (σ, τ)，其

中 σ ∈ Sn, τ ∈ Sm。如果 σ /∈ G，fn 在某个 n 元序列 un 上提供了不对称配

置：σ · f(u) ̸= f(σ · u)，这样的 σ 所定义的直和上的置换 π = (σ, τ)，将使得

π · fn⊕m(u ∗ 1m) = σ · fn(u) ∗ 1m ̸= fn(σ · u) ∗ 1m = fn⊕m(π · (u ∗ 1m))。对于

τ /∈ H 的 Sm置换 τ，论证相似。因此，只要 σ /∈ G或者 τ /∈ H，总是存在Bn+m

上的序列 x，使得对 π = (σ, τ)有 π · f(x) ̸= f(π · x)。换言之，fn⊕m所刻画的对

称性不会超过 G⊕H

直和构造将保持置换群的 B­扩张关系：
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定理 5.2. Sn 的子群 G2 是 G1 的 B­扩张，Sm 的子群 H2 是 H1 的 B­扩张，则
G2 ⊕H2是 G1 ⊕H1的 B­扩张。

证明. 任意的 x ∈ Bn+m被表示为两个区段的合并 x = an ∗ bm，任意直和 G⊕H

上的置换 π表示为 (σ, τ)，而 π作用至 x的结果为 π ·(an ∗bm) = (σ ·an ∗τ ·bn)。因
此以 x为代表元的G⊕H 轨道 [an ∗ bm]G⊕H = {xn ∗ ym|xn ∈ [an]G, ym ∈ [bm]H}。
而 G⊕H 作用下 an ∗ bm的稳定化子 G⊕H(an ∗ bm) = G(an)⊕H(bm)。

G1⊕H1 = {π · (an ∗ bm) | π ∈ G1 ⊕H1}

= {σ · an ∗ τ · bm | σ ∈ G1, τ ∈ H1}

= {xn ∗ ym | xn ∈ [an]G1 , ym ∈ [bm]H1}

= {xn ∗ ym | xn ∈ [an]G2 , ym ∈ [bm]H2}

= {π · (an ∗ bm) | π ∈ G2 ⊕H2}

= [an ∗ bm]G2⊕H2

等式中第四个等号是因为：G2, H2是分别 G1, H1的 B­扩张，G1与 G2有相同轨

道划分，所以 [an]G1 = [an]G2，同理 [bm]H1 = [bm]H2。

因此我们确认了两个直和置换群在轨道划分上一致。

考虑任意 Bn+m 中的序列 an ∗ bm 与 cn ∗ dm。假设在 G1 ⊕ H1 作用下前者

的稳定化子是后者稳定化子的子群，G1 ⊕ H1(a
n ∗ bm) ⩽ G1 ⊕ H1(c

n ∗ dm)，即

G1(a
n)⊕H1(b

m) ⩽ G1(c
n)⊕H1(d

m)。等价地，G1(a
n) ⩽ G1(c

n)，H1(b
m) ⩽ H1(d

m)。

B­扩张条件让这两个稳定化子子群结果相对于G2、H2成立——G2(a
n) ⩽ G2(c

n)，

H2(b
m) ⩽ H2(d

m)。所以最终得到G2 ⊕H2(a
n ∗ bm) ⩽ G2 ⊕H2(c

n ∗ dm)。也就是

说，G2 ⊕H2保持了 G1 ⊕H1稳定化子子群关系上的一致。

根据该定理我们获得了引论中猜想的另一个反例：

定理 5.3. 不存在布尔系统使其对称群恰好是 A4 ⊕ C3。

证明. A4有非平庸的B­扩张S4（引理4.2），C3则是其自身的B­扩张，依据定理 5.2，
A4 ⊕ C3 有非平庸的 B­扩张 S4 ⊕ C3。与定理4.3的证明相似，任何 A4 ⊕ C3­映射
都是 S4 ⊕ C3­映射，因此任意布尔系统的对称群都不可能是 A4 ⊕ C3。

6 结论

本文主要研究具有对称性的语义悖论。根据文 [9]，每个布尔系统都对应一个
置换群，使得当一个置换作用到该布尔系统上时，此群中的置换刚好是就是保持

布尔系统不变的那些置换。在这个意义上，可以认为此置换群刻画了该布尔系统，
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或者说，后者表示了前者。本文的主要目的是验证文 [9]提出的如下猜想是否成
立：每个置换群都可为某个布尔悖论表示。

我们主要使用G­映射作为分析布尔系统对称性的基本工具。布尔系统的转移
函数是一个 G­映射，对于 G被该布尔系统所表示是必要的。基于对群作用到布

尔真值集上的的轨道和稳定化子概念的分析，我们引入 B­扩张概念，并证明了如
果 H 是 G的一个 B­扩张，那么 G­映射也必然是 H­映射。通过具体的轨道和稳
定化子方面的代数计算，S4 被证明是 A4 的一个（非平庸的）B­扩张。最终，我
们证明了交错群 A4 不能被任何布尔系统所表示。这给出了上述猜想的一个反例，

由此还获得了基于 A4的一个直和构造的不可表示性。

在技术层面，本文实际上探讨了群相对于布尔系统的转移函数（f : {0, 1}n →
{0, 1}n）的可表示性，与之密切相关的是置换群在布尔函数上的可表示性。与定
义 2.2平行，规定一个（n元的）布尔函数 f : {0, 1}n → {0, 1}的对称群 G(f)为

G(f) := {σ ∈ Sn|f(x1, x2, . . . , xn) = f(xσ(1), xσ(2), . . . , xσ(n))}

如果一个置换群是某个布尔函数的对称群，则称之为（布尔函数）可表示。11置换

群的布尔函数可表示问题研究是一个比较活跃的领域，可参见文献 [2, 6, 10]。作
为与本文主要结果的一个比较，这里仅指出此研究领域的一个结果如下：置换群

G ⊆ Sn可（被布尔函数）表示，当且仅当，它是作用在Bn的具有相同轨道数的

最大 Sn子群。（[10]，第 384页）
换言之，置换群G不可被布尔函数表示，当且仅当，存在置换群H使得H > G

且 H 与 G在 Bn 有相同的轨道结果。对照定义 4.1，右侧条件中 H 和 G的关系

就是略去稳定化子条件的 B­扩张关系。在 n ≥ 3的条件下，交错群 An 与 Sn 作

用至Bn产生相同的轨道划分，因此 An不能通过布尔函数表示。

置换群的布尔函数可表示性与布尔系统可表示性的联系值得进一步深究的问

题。一个非常直接的结果是，若置换群在定理 4.1意义上不可表示，即它有非平凡
的 B­扩张，那么据前文所述（[10]，第 384页）它不可被布尔函数表示。但是反向
的命题并不成立：3元交错群 A3不可被布尔函数表示，但是 A3没有除自身之外

的 B­扩张：尽管它与 S3作用至B3有相同的轨道划分结果，二者在稳定化子子群

关系上不一致。A3在本文甚至已被明确是可通过布尔系统表示的，因为C3 = A3。
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Nonrepresentability of the Alternating Group A4

on Boolean Systems

Hangjie Cao Ming Xiong

Abstract

The no­no paradox is a typical type of symmetrical semantic paradox with its sym­
metry, which can be characterized by permutation groups. When a permutation group
characterizes the symmetry of a paradox, we call that the group is represented by this
paradox. Hisung(2022) proposed the conjecture that any permutation group can be rep­
resented by a no­no type of paradox. In this paper, by using concepts such as group map,
we analyze the orbits and stabilizers of group actions on the set of truth value sequences,
and prove that the alternating group A4 cannot be represented by any Boolean system.
This indicates that if no­no type paradoxes are restricted within the scope of Boolean
paradoxes, not every permutation group can be represented by a no­no type of paradox.
This paper also provides examples of permutation groups that cannot be represented by
Boolean systems through the construction of direct sum of permutation groups. Our re­
search shows that permutation groups that cannot be represented by Boolean systems are
not isolated, but have a certain basis for its existence.
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