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证明论语义及其意义颗粒度

党学哲

摘 要：证明论语义是通过“证明”来解释表达式意义的逻辑语义学，与传统模型论

语义在哲学和技术方法上存在诸多不同。它作为一种推理主义意义理论，又与布兰顿

等的推理主义存在显著区别。证明论语义以典范证明而非“真”为中心建立有效性等

语义概念，从而获得比模型论语义更为细密的意义颗粒度。本文通过阐释证明论语义

的哲学背景和意义解释机制，指出其具有过于局限的“字符串式”的意义颗粒度，并证

明对其放松会导致它迅速倒向模型论语义的颗粒度，从而说明证明论语义在意义颗粒

度方面相对于模型论语义的优势是有限的。

关键词：证明论语义；典范推演；意义颗粒度；推理主义

中图分类号：B81 文献标识码：A

1 绪论

证明论语义1（proof-theoretic semantics，简称 PTS）是以证明（或推演）而非
“真”来解释语言表达式意义的形式语义学，与当前标准的逻辑语义学——模型论

语义（model-theoretic semantics，简称MTS）或真值条件语义学（truth-conditional
semantics）在哲学思想和技术方法上存在诸多区别。在根岑（G. Gentzen）对自然
演绎系统（natural deduction system，简称 ND）影响深远的评论（[13]）之后，普
拉维茨（D. Prawitz，[22–24]）和达米特（M. Dummett，[6]）将根岑的思想精确
化，定义了 PTS有效性，建立起第一个系统的 PTS理论，其后施罗德 –海斯特（P.
Schroeder-Heister，[29]）、弗朗西斯（N. Francez，[12]）等学者进一步反思、发展
和完善 PTS。虽然目前 PTS理论构建远不及MTS，但它已经具备相对完善的哲学
论证以及一定的逻辑技术结果作为支撑，并且从意义理论的角度已经显示出MTS
所不具备的特点，其中意义颗粒度便是重要代表。

意义颗粒度是一个语义学的重要属性。意义颗粒度问题又被称为超内涵（hy-
perintensionality）问题，是语言哲学和逻辑哲学关注的重要内容，常出现在涉及
“知道”“相信”等心智状态以及句子的意义等语境中，这些语境都需要对句子的
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意义进行某种程度的区分，因此，意义颗粒度直观上指意义理论对句子意义的区

分程度。刻画“知道”“相信”等命题态度的语境应该是超内涵的，例如“1+1=2”
和“费马大定理”都为真，从主体知道前者并不能得到他知道后者。可能世界语义

无法区分逻辑等值命题，因而不是超内涵的，这反映出 MTS粗糙的意义颗粒度。
PTS依赖于特定的证明结构——典范证明（canonical proof）解释句子意义，而不
依赖于非构造的“真”或“可证性”等概念，这使得 PTS具有极其细腻的意义颗
粒度，我们称之为“字符串式”的颗粒度。雅各（M. Jago，[14]，第 66–67页）曾
断言2 PTS和可能世界语义相同，都不具有超内涵性，我们将对此进行讨论。传统
上认为 PTS的意义解释是隐式的，弗朗西斯提出了具体化的 PTS意义，并且鉴于
过强的意义颗粒度，他通过定义特定等价关系放松颗粒度。我们一方面证明他所

放松的意义仍具有比 MTS强的颗粒度，另一方面指出放松的 PTS颗粒度与典范
推演的定义密切相关，通过弱化典范推演的定义能够得到与 MTS 相同的意义颗
粒度。

PTS存在诸多版本，其中影响最为深远的是普拉维茨 –达米特的 PTS，本文
以此为例3 ，阐述 PTS的哲学思想和意义阐述机制，并对其意义颗粒度问题进行
探讨。本文第 2部分讨论 PTS的哲学背景；第 3部分论述 PTS的意义阐述机制；
第 4部分探讨 PTS的意义颗粒度的局限性；第 5部分进行总结。

2 证明论语义作为一种推理主义

PTS建立在良好的哲学论证和逻辑技术结果基础上。了解 PTS背后的哲学思
想是理解其意义阐述机制的前提。

PTS直接起源于根岑对 ND的引入和消去规则之间关系的哲学评论：

引入规则表示了连接词的意义，而消去规则不是其他，仅是这些定

义的后果。 （[13]，第 80页）

PTS项目的主要任务是从技术和哲学两个角度对上述评论进行精确刻画和语义学
建构。普拉维茨有关 ND的工作，尤其归约（reduction）和正规化（normalization）
4 等概念为精确化根岑的思想奠定了逻辑基础，而达米特对普拉维茨的技术结果

进行了细致的哲学阐释（[6]），奠定了 PTS的哲学基础。普拉维茨 –达米特语义
是 PTS发展史上里程碑式的结果，也是对逻辑技术结果进行哲学阐释的典范。

PTS的哲学价值在于它提供了一种新的意义视角。它将证明置于意义解释的
中心位置，是一种用法 –意义理论（use-theory of meaning），延续了后期维特根斯

2佩兹拉尔（I. Pezlar）在 [18]指出了雅各的错误。
3当未明确指出时，PTS代指普拉维茨 –达米特 PTS。
4这些技术结果见于 [21]，其中 ND的正规化定理类似于矢列演算系统（sequent calculus）中的切割消去定理。
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坦“意义即用法”（meaning-as-use）的语义学范式。更具体地讲，它归属于推理
主义5（inferentialism）意义进路，主张语言表达式的意义由推理和推理规则建立。
然而推理主义内部的观点也存在诸多分歧，PTS具有推理主义的一般特征，但又
与布兰顿（R. B. Brandom）等的推理主义有所不同。普拉维茨 –达米特 PTS作为
推理主义具有以下三个主要特点。

首先，它是一种温和的推理主义，主张将推理对意义解释的介入限定在一定

范围，例如 PTS仅专注于逻辑常项，通过特定的赋意证明系统（meaning-conferring
proof-system）中的推演规则隐式地解释它们的意义，因此也被称作逻辑推理主义。
布兰顿的强推理主义则强调推理是语义解释的全部，寻求利用推理解释包括个体

指称和谓词在内的所有表达式的意义。

其次，PTS主张一种分子式的推理主义（molecularist inferentialism），即确定
意义的推理模式应该以连接词为单位进行说明，因此每个逻辑连接词的意义仅由

它的推理规则单独进行说明。布兰顿则主张一种整体式的推理主义（holistic infer-
entialism），即意义解释需要依赖更加宽泛的甚至包含复杂前提和复杂结论的推理
模式。

最后，几乎所有的 PTS都倾向于直觉主义。直觉主义具有数学构造主义的特
点，直觉主义的“真”指存在特定的构造性证明，例如要证明存在性陈述为真，我

们须要构造出一个例示，因此不具构造特点的古典逻辑排中律和反证法等都被排

除在外。ND通常被作为 PTS的赋意系统，其要求每个连接词的引入和消去规则
都必须满足特定的平衡性，达米特称之为协调性（harmony），而满足这样特性的
ND通常是直觉主义的。这有三个后果，一，逻辑改良主义，即认为直觉主义逻
辑是正确的逻辑，而非布兰顿所坚持的古典逻辑；二，形而上学的反实在论立场，

拒绝古典排中律，拒绝世界的二价性，即否认存在独立于人的认识的实在。具体

到语义学便是拒绝对句子预设独立于人的认知的二值性假定。三，证实主义的认

识论立场。PTS意义进路下认识论优先于本体论，意义解释依赖于主体如何知道
或者获得它而非依赖于独立于主体的真值。知道一个事实就是知道证实它的条件。

这里真值条件被替换为证实条件，证明不仅仅是语形推导，而是证实命题的认识

论工具。

与推理主义相对的是指称主义（denotationism），其代表是 MTS，主张通过
“语言 – 世界”指称关系来解释语言表达式的意义。指称关系将表达式映射到相
应类型的语义值，例如专名被映射为世界中的对象，谓词对应于性质（对象的集

合），句子对应于世界中的事实（真值）等。指称主义与推理主义（MTS与 PTS）
的一大区别是意义解释顺序不同。指称主义“从下至上”解释指称、真、满足和

有效等语义概念，在确定专名和谓词等基础表达式的指称意义后，复杂表达式的

5也被称为推理角色语义（inferential role semantics）或概念角色语义（conceptual role semantics）等。
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语义值根据特定组合规则由它们的组成部分确定。推理主义意义解释的范例并非

专名和谓词等与经验密切联系的词汇，而是“并且”“或者”“如果……那么……

”等逻辑表达式，它们的意义由表征它们用法的推演规则进行说明。由于推演关

系主要是命题之间的关系，因此表达命题的句子成为首要的语义单元，子句表达

式意义由它们对（包含它们的）复合句的意义所做的贡献决定，所以推理主义的

意义解释顺序是“自上而下”的。可见，推理主义观点下，语言实践对意义解释

具有优先性，并且较大程度上塑造了意义理论。另外值得注意的是，语言的用法

意义和指称意义的分野是普遍存在的，例如程序语言也存在操作语义（operational
semantics）和指称语义（denotational semantics）之分，其中前者也采用证明规则
的形式，后者则为语言表达式指派抽象的代数结构。

3 证明论语义的意义解释机制

虽然文献中对推理主义的哲学讨论已经较为丰富，但 PTS可能是其仅有的实
践。普拉维茨 –达米特的语义是发展最早且影响深远的 PTS，我们以此为例探讨
PTS阐述意义的一般机制。PTS的意义解释策略是：一，选择合适推演系统作为
意义阐释系统；二，定义合适的有效性概念。意义解释依赖于满足特定性质的 ND
系统，在此基础上推演规则通过一类特殊推演——典范推演，赋予句子意义。由

于 PTS“自上而下”的意义解释顺序，定义合适的有效性概念成为建立证明论语
义的主要方式。

3.1 赋意系统与协调性

推理主义将表达式意义等同于其用法，逻辑语言的用法由推演系统的规则表

达，而推演系统形式是多样的，那么何种推演系统能作为赋意系统？斯坦伯格（F.
Steinberger）提出符合性原则（principle of answerability）：“只有那些能适当地反
映我们日常演绎推理实践的演绎系统才能被认为是赋予意义的”。（[30]，第 335
页）逻辑推理主义认为 ND系统满足符合性原则，一方面因为相较于公理系统和
矢列式系统，ND形式化了数学证明，能够分析数学证明的结构，例如推演可从假
设开始，并且可通过特定规则得到不依赖于该假设的结论；另一方面 ND的引入
和消去规则反映了日常语言实践中句子用法的两个方面（[5]，第 396页），断言
的条件和断言的后果。

然而并非任意 ND系统都可以作为赋意系统。普莱尔（A. N. Prior）提出了具
有破坏性的 tonk连接词（[16]），其引入（

φ

φ tonk ψ ）和消去规则（
φ tonk ψ

ψ
）能

导致逻辑平凡化，这迫使人们对 ND施加更多限制以排除类似于 tonk的规则。对
tonk的回应主要有贝尔纳普（N. Belnap）的保守扩张（[2]）以及达米特的协调性
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（harmony，[6]，第 215页）。达米特的协调性意思是直观的，它指建立陈述的条件
和该陈述所能推出的后果之间的一种平衡。他借用普拉维茨的归约概念精确地刻

画了逻辑引入和消去规则之间的协调性，这种协调性被称作内在协调性6（intrinsic
harmony）。归约是普拉维茨用于精确化根岑评论的技术方法。根岑的评论被普拉
维茨总结为如下倒置原则（inversion principle）：

令 α是以 ψ为结论的消去规则，那么通过引入规则得到 α主前提的

推演结合推得 α次要前提的推演（如果有的话），已经“包含”了推得 ψ

的推演；因此，ψ的推演可以直接从上述推演得到，而不需使用 α规则。

（[21]，第 33页）

达米特也有相似论述。（[5]，第 247–249页）以“→”消去规则为例，上述原则实
际上描述了如下推演之间的转换，这种转换被称为归约。7 其中 D表示推演，当

D中的前提或（与）结论需要指明时，用
φ

D ，
D
ψ
，

φ

D
ψ
表示。

φ

D
ψ

φ→ ψ
D′

φ
α

ψ

⇝
D′

φ

D
ψ

上例中 φ → ψ 那样既是引入规则的结论同时也是消去规则的主前提的公式

被称为极大公式，达米特称之为局部峰值（local peak）。出现极大公式反映出推演
包含不必要的“弯路”，上例中本来由推演D可以直接得到 ψ，但却引入极大公式

φ→ ψ再对其进行消去操作。达米特将一个逻辑连接词的引入和消去规则之间的

协调性定义为对“弯路”的“推平”，即对极大公式或局部峰值的移除。

根岑、普拉维茨和达米特的论述意在说明消去规则相对于引入规则不能过强

（相对于同一连接词），即消去规则推得的结果（consequences）不能多于从被引入
公式的依据（grounds）推出的结果。如果 CON 表示推得的结果，G表示公式的
依据，那么上述协调性可以表述为：

CON Jφ,ΓK ⊆ CON JGJφK,ΓK
容易验证 tonk规则下的极大公式无法被移除，说明 tonk消去规则过强，因而该规
则不是协调的。协调性被主流 PTS学者认可为ND系统成为赋意系统的必要条件。

6其他对协调性的刻画有对称协调性（[31]）以及形式协调性，后者指一般化的消去规则（general elimination
ruels，参看 [26][17]）。这三种协调性的名字见于文献 [12]第 81页。

7与 ND系统正规化定理的归约具有全局性不同，此归约仅是局部的。
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与协调性相反，稳定性8（stability，[6]，第 280–300页）表示引入规则相对于
消去规则不能过强，即从被引入的公式的依据推出的结果不能多于从消去规则推

得的结果，可以表述为：

CON JGJφK,ΓK ⊆ CON Jφ,ΓK
如果协调性和稳定性都满足，则 CON Jφ,ΓK = CON JGJφK,ΓK。
3.2 有效性

如前所述，MTS自下而上定义“真”、后承、有效性等概念，其中定义“真”
是语义解释的核心，公式 φ（公式集 Γ）的意义被定义为它为真的模型的集合（简

称“真集”）JφK := {M | M ⊨ φ}（JΓK := {M | M ⊨ Γ}）。φ是 Γ的MTS后承
当且仅当对任意M，如果M ⊨ Γ，那么M ⊨ φ。从 Γ到 φ的推演是有效的，当

且仅当 φ是 Γ的 MTS后承。PTS自上而下进行意义解释，因而有效性是首要概
念。普拉维茨给出的有效性的定义9（[23, 24]）是 PTS理论的重要结果。
典范证明是定义 PTS有效性的核心概念。从传递的观点看，MTS有效性传递

的是“真”，而 PTS有效性被定义为对典范证明的传递。典范证明是最后一步使
用引入规则的证明。为什么需要引入典范证明？因为典范证明是根据意义得到的

证明，具有直接性。达米特认为：

引入规则是直接或典范地建立句子为‘真’的方法，或许我们经常

以非直接的方式建立句子的“真”，但我们称特定方式是典范的，就是

说，每当我们对句子的断言被证明是正当的（justified），我们本可以以
直接的方式建立该断言。 （[6]，第 252页）

换言之，凡是我们可以建立的断言（无论直接或间接），都可以以直接或典范的方

式建立，这被达米特称为基本假设（fundamental assumption），对应于普拉维茨有
关直觉主义ND的正规化定理的推论：如果一个命题存在证明，则它存在以引入规
则结尾的证明。（[22]，第 250页）MTS将句子意义等同于其真值条件，因此“真”
处于中心地位，而 PTS将句子意义等同于可断言条件，因此将反映句子意义的典
范推演用于定义有效性和后承等语义概念，反映了 PTS证实主义的意义立场。
典范证明是最后一步使用引入规则的无前提推演，弗朗西斯将典范性推广到

任意推演（[11]），并且保留了典范性的核心思想——获得断言的直接性。
8达米特在直观描述时，协调性包含上述内在协调性和稳定性两个方面（[6]，第 215、287页），但在形式化描述时，

协调性仅指通过归约定义的内在协调性（[6]，第 247–250页）。协调性和稳定性分别属于证实主义（verificationism）
和实用主义（pragmatism）的意义进路，前者将引入规则作为连接词的定义并以此论证消去规则的合理性，后者则
相反。

9较详细的关于 PTS有效性的综述见于文献 [28]。
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定义 3.1 (典范推演10). 推演 Γ ⊢ ψ是典范的当且仅当它满足以下条件之一：

(1) 该推演最后一步使用引入规则。
(2) 该推演最后一步使用消除假设的消去规则，其主前提是 Γ中的某些 φ，并且

它包含的（除以主前提为结论外的）子推演都是结论为 ψ的典范推演。

(3) 该推演最后一步使用对原子公式的同一性公理。

当 Γ为空时，典范推演对应于典范证明。条件 (2)是为析取设置的，因为只有
析取消去规则是消除假设的。(2)型典范推演中，结论 ψ（在子推演中）也由引入

规则得到，再经过消去规则传递至结论，因此该定义保持了推演的直接性，也反

映了 Γ是断言 ψ的依据。注意在 PTS中原子公式的意义通常由原子系统（atomic
system）直接给定，因此对于原子公式 p，规定由同一性公理得到的推演 Γ, p ⊢ p
也是典范推演（[12]，第 45页），但对于复合公式 φ，由同一性公理得到的推演

Γ, φ ⊢ φ则不是典范的。
PTS有效性的定义中存在两个重要变量，原子系统和证成（justification）。原

子系统是一个关于原子命题的推演规则的集合，给定原子公式的可推演性，普拉

维茨将其描述为产生式规则（production rules）。当一个规则的前提为空时，它表
示公理。原子公式的有效性通常被定义为它们在原子系统中的可推演性。一个归

约步骤将一个推演转换为另一个推演。一个归约步骤（reduction procedure）的集
合被称为一个证成，记作 J。为方便表述，以下定义中“有效的”均指“相对于
J 是 S -有效的”。

定义 3.2 (PTS有效性11). 对任意原子系统 S 和任意证成 J：

(1) 一个原子命题 p的闭推演是有效的当且仅当 p ∈ S。
(2) 一个典范闭推演是有效的当且仅当它的子推演是有效的。
(3) 一个闭的非典范推演是有效的，如果它可以由 J 被归约为一个有效的
典范推演

(4) 一个开推演是有效的，如果用闭的有效推演替换它的每个开假设得到
的每个闭推演都相对于任意 S ′ ≥ S 和 J ′ ≥ J，是 S ′-有效的。

PTS后承与 PTS有效性相同：φ是 Γ的 PTS后承，记作 Γ ⊨p φ，当且仅当推
演 Γ ⊢ φ是 PTS有效的。ND规则也是一种推演，因此规则 φ1, . . . , φn

φ 的有效

性等同于推演 φ1, . . . , φn ⊢ φ的有效性，等同于 φ是 φ1, . . . , φn 的逻辑后承，即

φ1, . . . , φn ⊨p φ。
10普拉维茨和达米特定义的典范推演仅考虑最后一步使用引入规则的证明（无假设推演），这种定义被认为过于

局限。（[15]）弗朗西斯（[12]，第 36页）将典范性推广到开假设推演。本定义中如果 Γ为空，则对应于普拉维茨

和达米特的典范证明。
11该版本定义在文献 [29]第 34页给出。
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定义 3.2 (1)是整个递归定义的起点。一个原子系统 S 和一个证成 J 类似于
MTS中的一个模型，它解释了原子公式的意义（有效性）。为什么要引入对 S 的
任意扩张 S ′，以及对 J 的任意扩张 J ′？一方面，有的开推演的开假设可能不存

在闭的有效推演，如此 (4)中提及的替换并未进行，该推演就空洞地有效。诉诸 S
的扩展，闭的有效推演可能出现，替换就可能进行，从而真正地验证开推演从前

提到结论对典范推演的保持性。另一方面，扩张是为了保证有效性相对于原子系

统和证成是单调的，否则，可能存在公式相较于 S 和 J 是有效，但相较于它们的
扩张是无效的。这种单调性要求与将原子系统解释为知识库（knowledge base）是
相关的。对于知识库来说，已经有效的知识在知识库扩充和归约步骤扩展后仍是

有效的。12 直觉主义逻辑的关系语义（或构造性语义）要求命题变元的真值随着

关系 R的传递具持续性，这与诉诸对 S 的任意扩张具有相似性，也反映 PTS具有
构造性的特点。

通过观察上述定义可见，各种推演的有效性都被归为典范闭推演的有效性，后

者被归为原子命题的有效性，而原子命题的有效性由原子系统和证成直接给定。由

于原子公式不含主连接词，因而它们的意义不能由引入规则确定，所以传统上将

原子系统中对原子公式的推演视为对其意义的解释，因此将这些推演归为典范推

演。（[12]，第 45页）如此，有效推演实质是从前提到结论对典范可推演性的传递。
虽然直觉主义逻辑相对于标准归约 J（[29]，第 86–89页）具有语义正确性

（semantical correctness），即所有直觉主义逻辑的推演都相对于 J 是有效的，但包
括上述定义在内的多种 PTS有效性定义都面临不完全性的结果。（参看 [20]）

4 意义颗粒度

意义颗粒度（granularity of meaning）可以非形式地表述为根据意义对句子的
区分程度。MTS受到最多的一个批评是意义颗粒度过于粗糙。由于句子的意义等
于它的真值条件，因此逻辑等值命题具有相同意义，作为特例，所有逻辑有效式

意义相同，例如在古典命题逻辑中 p→ p和 ¬q ∨ q意义相同。
MTS的意义颗粒度问题也经常被称作超内涵性问题。超内涵概念（如心智状

态、意义等）指那些能够区分逻辑等值命题的概念，最常用来说明超内涵性的是

包含“知道”“相信”等命题态度的内涵语境。在经典的可能世界解释框架下，命

题的意义被定义为其为真的可能世界集，因此逻辑等值命题具有相同的“真集”，

命题态度无法区分它们，所以这些命题态度不是超内涵的，这导致了著名的逻辑

全知问题（logical omniscience，[8]，第 333–373页），例如在知识逻辑中，如果

12施罗德 –海斯特等把原子系统当做一种定义，则不需要假设单调性，因为如果定义得到扩充，那么有效的命
题可能就不再有效。关于原子系统的讨论可参看 [19]。
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φ→ ψ且主体知道 φ，那么他知道 ψ；主体知道所有有效式等。

4.1 PTS意义颗粒度

根据逻辑推理主义和证实主义的观点，PTS的意义由规则（证实条件）定义，
这种定义不是具体的或者显性的，意义并非对应于特定的语义值，而是一种隐

性定义。

在MTS中开推演的有效性通常被定义为对命题特质“真”的传递，句子 φ的

意义是其“真集”，JφK := {M | M ⊨ φ}，而 PTS传递的是典范可推演性，基于
此弗朗西斯（[10]；[12,第 181页]）给出具体化的意义。如果 JφKIcΓ 表示从公式集
Γ到 φ的典范推演的集合，那么 φ的 PTS意义，记作 JφKp，定义如下

JφKp := λΓ.JφKIcΓ
φ的意义是一个情景化的函数，该函数为每个 Γ指定一个从 Γ到 φ的典范推演的

集合。这里 φ获得了指称意义，但不指称外在于语言的世界，而指称典范推演这

一证明论对象。这种意义颗粒度是非常细密的，例如如下逻辑等值式在MTS下意
义相同，而在具体化的意义下不同，

Jφ ∧ φKp ̸≡ JφKp, Jφ ∧ ψKp ̸≡ Jψ ∧ φKp
原因在于对于任意 Γ，任何一个从 Γ 到 φ ∧ φ 的典范推演与从 Γ 到 φ 的典范推

演都是不同的，因为两个推演的结论不相同。因此具体化的意义能够区分逻辑等

值式，作为特殊情况，它同样能区分逻辑有效式，所以从上述具体化意义的角度，

PTS具有更细密的意义颗粒度，是超内涵的。

4.2 放松 PTS的意义颗粒度

PTS语义颗粒度显得过于局限。两个公式从语形上看是不同的，那么在给定
前提下它们就不可能具有相同的典范推演集合，因而不可能具有相同的意义，因

此 PTS语义对公式意义的区分是“字符串式”的。弗朗西斯通过定义与典范推演
相关的等价关系来放松意义颗粒度。（[9]）他的想法是，如果两个断言具有相同
依据，那么它们具有相同意义。定义

GAJφK := {Γ|Γ ⊢Ic φ}

即令 GAJφK为所有能够典范地推得 φ的前提 Γ的集合。两个句子 φ和 ψ具有相

同意义，记作 φ ≡G ψ，当且仅当 GAJφK = GAJψK。根据 GA以及典范推演的定

义，如下等式成立：

GAJφ ∧ ψK = GAJψ ∧ φK = GAJφK ∩GAJψK, GAJφK = GAJφ ∧ φK
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因而 φ ∧ ψ ≡G ψ ∧ φ，φ ≡G φ ∧ φ。
一个自然的问题是放松后的意义GA是否具有和MTS相同的颗粒度？答案是

不相同。我们证明前者仍强于后者。根据定义 3.1 (3)，对任何原子公式 p，p ⊢Ic p。

我们先证明对复合公式 φ，如果它的主连接词是 ∗，那么对 φ先进行 ∗消去，再
使用 ∗引入得到 φ，所得推演便是典范推演。

引理 4.1. 对任意直觉主义命题逻辑公式 φ，存在典范推演 φ ⊢Ic φ。

证明. 对 φ进行归纳。

• 当 φ = p，根据定义 3.1 (3)，p ⊢Ic p。

• 当 φ = ψ ∧ χ，存在如下典范推演

ψ ∧ χ
E∧1ψ

ψ ∧ χ
E∧2χ

I∧
ψ ∧ χ

• 当 φ = ψ ∨ χ，存在如下典范推演

ψ ∨ χ
[ψ]1 I∨1ψ ∨ χ

[χ]2 I∨2ψ ∨ χ
E∨1,2

ψ ∨ χ

• 当 φ = ψ → χ，存在如下典范推演

ψ → χ [ψ]1 E→χ
I→1

ψ → χ

• 当 φ = ¬ψ，存在如下典范推演

¬ψ [ψ]1 E¬⊥ I¬1

¬ψ

根据定义 3.1，上述推演都是典范的。

定理 4.2. 对任意直觉主义命题逻辑公式 φ和 ψ，以下命题成立：

(1) φ ≡ ψ ≠⇒ φ ≡G ψ.
(2) φ ≡G ψ =⇒ φ ≡ ψ.

证明. 对于 (1)，考虑如下例子。显然 (p∨ q)∧ (r → r) ≡ q ∨ p，但 (p∨ q)∧ (r →
r) ̸≡G q∨p，因为 (p∨ q)∧ (r → r) ⊬Ic q∨p。首先，显然不存在以析取引入规则得
到 q ∨ p的情况，因为从前提无法得到 p或 q。其次，可能存在如下以析取消去规

则得到 q ∨ p的情况，但根据定义 3.1，析取消去的主前提必须是 (p∨ q)∧ (r → r)

而非 p ∨ q，所以这种情况也不可能。
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(p ∨ q) ∧ (r → r)
E∧1

p ∨ q
[p]2 I∨2q ∨ p

[q]1 I∨1q ∨ p
E∨2,1

q ∨ p
(†)

对于 (2)，假设φ ≡G ψ，根据引理 4.1，φ ⊢Ic φ，因此 {φ} ∈ GAJφK = GAJψK，
所以 {φ} ⊢Ic ψ，即 φ ⊢Ic ψ。类似地，可得 ψ ⊢Ic φ，因此 φIc ⊣⊢Ic ψ，从而 φ ⊣⊢ ψ，
根据可靠性有 φ ≡ ψ。

因此，GA的意义颗粒度仍强于MTS的颗粒度。但不难发现，逻辑有效式仍
具有相同的 GA意义，因为“如果 φ存在证明，则它存在典范证明”13成立。对

于任何有效式 φ，显然 ∅ ∈ GAJφK，根据典范推演单调性，对任意公式集 Γ，都

有 Γ ∈ GAJφK。综上，GA的意义颗粒度已然接近MTS的颗粒度。在下一节我们
指出对放松效果起到关键作用的是典范推演的定义。

4.3 进一步放松 PTS的意义颗粒度

定理 4.2证明里的 (†)根据定义 3.1条件 (2)不是典范推演，但结论 q ∨ p同样
由引入规则（根据意义）得到，并被析取消去规则保持下来，只是结论 q ∨ p依赖
的主前提是比前提 (p ∨ q) ∧ (r → r)更弱的 p ∨ q，但结论仍然间接地依赖于前提
(p ∨ q) ∧ (r → r)。鉴于此，我们定义如下更弱版本的典范推演。

定义 4.1 (w-典范推演). w-典范推演的定义由定义 3.1中 (2)替换为如下 (2)′得到。

(2)′ 该推演最后一步使用消除假设的消去规则，并且它包含的（除以主前提为结
论外的）子推演都是结论为 ψ的典范推演。

从 Γ到 φ的 w-典范推演记为 Γ ⊢Iwc φ。定义 GA′JφK := {Γ | Γ ⊢Iwc φ}，我
们证明 GA′具有和MTS相同的意义颗粒度。首先证明比引理 4.1更强的结果。

引理 4.3. 对任意直觉主义命题逻辑公式 φ和 ψ，φ ⊣⊢ ψ当且仅当 φIwc ⊣⊢Iwc ψ。

证明.（⇐=）显然。

（=⇒）假设 φ ⊢ ψ，施归纳于 ψ，证明 φ ⊢Iwc ψ。

• 当 ψ = p，则 φ = p，根据定义 4.1 (3)，p ⊢Iwc p。

• 当 ψ = χ ∧ ξ，存在如下 φ到 ψ典范推演

φ

D
χ ∧ ξ E∧1χ

φ

D
χ ∧ ξ E∧2ξ

I∧
χ ∧ ξ

13参看 [22]，第 250页。注意区分典范证明和典范推演的区别，通常“如果Γ ⊢ φ，那么Γ ⊢Ic φ”是不成立的。
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• 当 ψ = χ ∨ ξ，存在如下 φ到 ψ典范推演（注意，w-典范推演的 (2)′保证了
结论 χ ∨ ξ间接地依赖于前提 φ）

φ

D
χ ∨ ξ

[χ]1 I∨1χ ∨ ξ
[ξ]2 I∨2χ ∨ ξ

E∨1,2

χ ∨ ξ
• 当 ψ = χ→ ξ，存在如下 φ到 ψ典范推演

φ

D
χ→ ξ [χ]1 E→

ξ
I→1

χ→ ξ

• 当 ψ = ¬χ，存在如下 φ到 ψ典范推演
φ

D
¬χ [χ]1 E¬⊥ I¬1¬χ

根据定义 4.1，上述推演均为w-典范推演。假设ψ ⊢ φ，经过相似论证可得ψ ⊢Iwc φ，

因此 φIwc ⊣⊢Iwc ψ。

定理 4.4. 直觉主义命题逻辑 w-典范推演具有以下性质

(1) 自返性。对任意 φ，存在 φ ⊢Iwc φ。

(2) 单调性。如果存在 Γ ⊢Iwc φ且 Γ ⊆ Σ，那么存在 Σ ⊢Iwc ψ。

(3) 传递性。如果存在 Γ ⊢Iwc φ且 φ ⊢Iwc ψ，那么存在 Γ ⊢Iwc ψ。

证明. (1)是引理 4.3的一个特例。对于 (2)，显然 Γ到 φ的 w-典范推演也是 Σ到

ψ 的 w-典范推演。对于 (3)，记推演 Γ ⊢Iwc φ为 D，推演 φ ⊢Iwc ψ 为 D′，根据

定义 4.1推演 D
D′ 为从 Γ到 ψ的 w-典范推演。

相同的论证可以得到典范推演也具有上述性质 (2)和 (3)，(1)就是引理 4.1。

定理 4.5. 任意直觉主义命题逻辑公式 φ和 ψ，φ ≡ ψ当且仅当 φ ≡G′ ψ。

证明.（=⇒）假设 φ ≡ ψ，根据完全性有 φ ⊣⊢ ψ，根据引理 4.3，φIwc ⊣⊢Iwc ψ。任

取 Γ ∈ GA′JφK，则有 Γ ⊢Iwc φ，根据定理 4.4 (3)得 Γ ⊢Iwc ψ，所以 Γ ∈ GA′JψK，
因此 GA′JφK ⊆ GA′JψK。类似可得 GA′JψK ⊆ GA′JφK，因此 GA′JφK = GA′JψK，
即 φ ≡G′ ψ。

（⇐=）假设 φ ≡G′ ψ。根据定理 4.4 (1)，φ ⊢Iwc φ，因此 {φ} ∈ GA′JφK =

GA′JψK，所以 {φ} ⊢Iwc ψ，即 φ ⊢Iwc ψ。类似地，可得 ψ ⊢Iwc φ，因此 φ ⊣⊢ ψ，
根据可靠性有 φ ≡ ψ。
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4.4 一些评论

PTS具有细密得多的意义颗粒度。MTS的语义值是真值条件，PTS的语义值
是得到“真”的特定方式（典范证明），在这个意义上，前者是“外延的”，后

者是“内涵的”。如果一个命题存在典范证明，那么当然蕴含它为真且它是可证

的，这便是 PTS意义颗粒度比MTS细密的原因。然而 PTS意义颗粒显得过于细
密。根据定义，公式 φ的意义是一个情景化的函数。如果 φ和 ψ的意义相同，即JφKp = JψKp，那么 λΓ.JφKIcΓ = λΓ.JψKIcΓ ，即这两个函数相等，因此势必要求对任意
Γ，JφKIcΓ = JψKIcΓ ，即一个推演如果是从 Γ到 φ的典范推演当且仅当它是从 Γ到 ψ

的典范推演。因为结论不相同的两个推演显然不是相同推演14，所以 JφKIcΓ = JψKIcΓ
实际上要求 φ = ψ，即 φ和 ψ 是相同公式，因此 PTS语义对公式意义的区分是
“字符串式”的，两个公式从语形上看是不同的，那么意义就不同。这意味着语言

中每句话的意义都不同，而无论自然语言还是人工语言中都存在大量的同义现象，

具有如此之强意义区分度的语义的应用价值是局限的。

雅各认为 PTS不具有超内涵性。（[14]，第 66–67页）他将 φ的具体意义 JφK
理解为能够推得 φ的公式集的集合GJφK和能从 φ推得的公式的集合 CON JφK的
并，GJφK ∪ CON JφK。对逻辑等值的 φ和 ψ，根据完全性有 φ ⊣⊢ ψ。那么对任

意公式集 Γ，显然 Γ ⊢ φ当且仅当 Γ ⊢ ψ；并且对任意公式 χ，φ ⊢ χ当且仅当

ψ ⊢ χ。因此 φ和 ψ的意义相同。另外，类似于定理 4.2 (2)和定理 4.5 (⇐=)的证

明，可从 JφK = JψK得到 φ ≡ ψ，因此雅各的意义颗粒度也与MTS的相同。然而
我们在节 4.1已经指出，由于 PTS下句子的意义是得到它的典范推演的集合，而
并非它的依据和后果的公式集（或公式）的集合，PTS是超内涵的，雅各的断言
是错误的。

雅各虽然对 PTS意义颗粒度理解有偏差，但他的主要观点“PTS不容易实现
超内涵内容”（[14]，第 68页）是有意义的。实现超内涵的代价是采用了比“真”“可
证性”等强得多的典范推演概念，其结果是“字符串式”的意义颗粒度，而颗粒

度的放松 GA和 GA′ 则很快倒向MTS。GA虽强于MTS颗粒度，但逻辑有效式
具有相同的意义（节 4.2）。GA′更是与MTS的颗粒度相同。它们快速倒向MTS
的原因是我们考虑了典范推演的依据，而不再考虑典范推演本身，使得 PTS的意
义更具“外延性”。对于雅各的理解，根据完全性，逻辑等值实质上是互可推演性，

而推演传递性保证逻辑等值命题分享相同的依据和后果。类似地，对于 GA′，我

们在定义 w-典范推演的基础上，建立了逻辑等值与互 w-典范可推演性之间的等

14推演或证明的同一性是证明论研究的重要而困难的问题，至今仍未有相对统一的意见，例如普拉维茨曾提出

在自然演绎系统中通过“正规化”定义证明的同一性，即两个证明存在相同的正规形式则它们是相同证明。（参看

[22]和 [4]）要求两个相同证明具有相同的结论公式似乎是必要且合理的条件，普拉维茨的定义虽诉诸于归约，但
也做此要求。
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价关系，而基于典范推演定义的 GA则不能建立上述等价关系，因而意义颗粒度

不同于MTS。
对 PTS意义颗粒度的放松从本质上看是一种对结构（典范证明）的消除或弱

化。典范推演表达了一种特定的推演结构，该结构导致了对公式意义的“字符串”

式的区分。实际上，仅仅诉诸推演已经能达成这种区分效果，因为推演的结论不

同就已经保证推演是不同的。弗朗西斯将公式的意义从它的所有典范推演的集合

变为它的所有典范推演的依据的集合，“忘掉”部分结构（推演的结论），从而放

松意义颗粒度。

MTS领域诸多试图消解逻辑全知的方案则从反方向，为真值条件加入特定的
语形结构来收紧意义颗粒度，具有代表性的是费金（R. Fagin）等的“觉识”逻辑
（the logic of awareness，[7]）和不可能世界模型（[3]）。以“觉识”逻辑为例，它要
求主体相信 φ必须以“觉识”到 φ为前提，每个世界 w上，觉识函数为主体指定

一个公式集 A(w)表示主体在 w上觉识到的句子的集合。主体觉识 φ，当且仅当

φ ∈ A(w)。可根据需要为 A加入特定条件，例如不允许由主体觉识到 φ ∧ ψ（即
φ ∧ ψ ∈ A(w)）得到他觉识 φ（即 φ ∈ A(w)）。w上主体相信 φ被定义为：(a) w
的任意后继世界上 φ为真；(b)且主体觉识 φ。其中 (a)是通常不具有超内涵性的
“相信”，而基于“觉识”的“相信”是超内涵的。核证逻辑（justification logic）与
此类似，只是“觉识”概念被替换为证据概念。（参看 [1]）以上对比说明了 PTS
和 MTS 的语义颗粒度分处两个极端，而真正具有良好应用价值的是两者的某种
折中，从这方面讲，MTS对意义颗粒度的控制似乎更具有灵活性。

5 总结

PTS 是从哲学思想到技术方法都异于传统 MTS 的一种意义理论。PTS 源自
根岑对 ND影响深远的评论，作为意义理论则归属于当代语言哲学推理主义思潮，
是对推理主义少有的实践，然而相对于布兰顿等的观点，它是一种温和的、分子

式的、逻辑改良主义的、具有反实在论和证实主义立场的推理主义。PTS的赋意
机制建立在满足特定性质的自然演绎系统之上，其中协调性反映了引入和消去规

则之间的某种平衡，被认为是最重要的性质。有效性是 PTS的核心概念，它建立
在典范推演的基础上。一个推演的有效性被定义为从前提到结论对典范可推演性

的传递。精细的意义颗粒度是 PTS 的重要特点，我们指出 PTS 具有过于细密的
“字符串式”的意义颗粒度，证明弗朗西斯的放松的颗粒度仍比MTS精细，并且
进一步放松颗粒度与 MTS相同。基于这些结果我们指出 PTS超内涵性的代价是
巨大的，而放松的颗粒度则很快倒向MTS。在评论中我们还指出对 PTS意义颗粒
度的放松本质上是一种对结构的消除或简化，而对 MTS 意义颗粒进行收紧则是
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加入特定的语形结构，后者对意义颗粒度的控制更具有灵活性，因此 PTS在意义
颗粒度上相对于MTS的优势是有限的。

PTS拥护者认为 PTS是比 MTS更为充分的意义理论。除了已讨论的意义颗
粒度问题，MTS还被批评存在解释力问题。通常认为 MTS建立了语言和世界的
联系，例如个体项对应于世界中的对象，句子的真值对应于世界中的事实。奎因

（W. V. Quine）批评这种实在论的意义理论为“博物馆神话”，“语言表达式就像博
物馆中展品的标签，展品则是意义。切换语言实际上仅是变换标签。”（[25]，第
27页）实际上没有理论可以直接联系起语言与世界，它们至多建立逻辑语言与特
定元语言的联系，并假定对元语言的理解。MTS语义解释的元语言是集合论语言
和自然语言，它们用于描述模型以及基于模型的真值条件，合取连接词“∧”的解
释是元语言（自然语言）中的“并且”，并且该解释假定了对“并且”的理解，从

“∧”到“并且”仅是“标签”的转换，并没有解释意义本身，因此从这个角度看，
MTS的解释力是不足的。PTS作为一种推理主义的意义理论，通过推演（即逻辑
语言的用法）来解释表达式的意义。推演是通常所谓的语形成分，并非外在于语

言，从而避免了上述解释力问题。

PTS 避免“博物馆神话”的代价是语义缺乏经验主义色彩。威廉姆森（T.
Williamson）批评道：“由于推理关系没有固定真值和指称，因此意义没有与独
立于语言的世界建立紧密联系。”（[32]，第 23页）此外，PTS面临着许多自身理论
建构的问题，如原子系统的解释问题，向其他逻辑的扩充问题，诸多不完全性结

果以及逻辑常项以外的表达式的解释问题等。我们认为 PTS与 MTS不是非此即
彼，互相竞争的关系，而是可以进行互相吸收借鉴，融合发展的关系。在MTS“语
言 –世界”解释体系内如何融入 PTS的意义解释方法，例如解释如何获得 MTS
的语义值，是值得进一步研究的问题。
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Proof-Theoretic Semantics
and Its Granularity of Meaning

Xuezhe Dang

Abstract

Proof-Theoretic semantics is a logical semantics that explains the meaning of ex-
pressions through proofs, and it differs from traditional model-theoretic semantics in
both philosophical and technical aspects. As a form of inferentialist theory of mean-
ing, it also exhibits significant differences from inferentialism advocated by Brandom.
Proof-Theoretic semantics establishes the concept of validity and other semantic notions
primarily through canonical proofs rather than truth, thus achieving a more fine-grained
granularity of meaning. We elucidates the philosophical background and mechanisms
of meaning interpretation, highlighting its overly restricted “string-like” granularity of
meaning. It is demonstrated that certain relaxing based on amending the definition of
caninocical deduction quickly leads to a shift towards the granularity of model-theoretic
semantics, thereby indicating the limited advantage over model-theoretic semantics in
terms of granularity of meaning.
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