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真谓词的不可定义性问题的根源

周志荣

摘 要：塔斯基的真之定义理论确定了“实质的恰当性”与“形式的正确性”标准，

进而蕴涵了语言分层原则、组合性原则和本质上的丰富性原则。虽然为了证明无穷阶的

普遍类理论语言或一阶皮亚诺算术语言的真谓词的不可定义性定理，塔斯基借助了循

环性悖论，但真谓词的不可定义性定理并不局限于悖论性或循环性的语言。造成其真

谓词不可定义的真正根源在于它们的元语言不符合真之定义理论的标准，尤其是“本

质上的丰富性”原则。
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塔斯基（A. Tarski）针对无穷阶的普遍类理论语言（LGTC）和一阶皮亚诺算术
语言（LPA）提出了真谓词的不可定义性定理（以下简称为“塔斯基定理”，参见
文献 [13]第五节）。由于该定理的证明使用了对角线引理构造了说谎者悖论（即
¬Tr(⌜λ⌝) ↔ λ），人们通常认为真谓词的不可定义性问题根源于悖论，进而根源于

这两种语言的语义封闭性。詹金斯（C. S. Jenkins）和诺兰（D. Nolan）反驳说，我们
可以构造一种不具有语义封闭性但同样包含悖论的语言，其中悖论的产生并没有

借助语义概念。（[6]）虽然语义封闭性并不总是构成一种语言的真谓词的不可定义
性的必要条件，但自指性或更一般的循环性通常仍被看作造成麻烦的根源。（[5]，
第 136页）近来，夏皮罗（S. Shapiro）也指出塔斯基定理真正要表明的是：不存在
一种具备充分表达力的语言可以包含“Φ(⌜S⌝) ↔ S”这样等式并且“Φ”仅仅刻

画了该语言的所有真语句的集合。（[10]，第 1198–1199页）塔斯基定理的基于悖
论的证明方式似乎表明悖论乃至语言的循环性是导致真谓词不可定义的根源。如

果 LGTC 的真谓词的不可定义性根源于悖论，那么塔斯基在 [13]的前四节中关于
真之定义要求以及有穷阶语言的真谓词定义的构造方法就与后文毫无关联。事实

并非如此，悖论只是真谓词的不可定义性的直接原因，而非真正根源。为论证这

一点，本文首先要回顾塔斯基对构造一种恰当的真之定义提出的理论要求，阐述

其蕴涵的一些重要原则。然后，结合 LGTC 和 LPA 这两种循环性的悖论语言以及
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一种非循环的悖论语言，分析导致其真谓词的不可定义性与这些原则之间的关系；

最后，通过考察两种非悖论性的语言的真谓词的定义问题，进一步指出一种语言

的真谓词的不可定义性问题的真正根源。

1 塔斯基的真之定义理论

为了构造出“恰当的”或“令人满意”真之定义，塔斯基提出并确立了两个

标准（[13]，第 187–188页；[12]，第 341页）：形式的正确性与实质的恰当性。满
足第一个标准就是要求对于对象语言 L的每个语句，这种定义必须蕴涵一个形如
“S 在 L中是真的，当且仅当 P”的 T-语句；满足第二个标准就是要求：在具体
的 T-语句中，等式左边的“S”必须被 L中的（直陈性）语句在其元语言ML中
的名字所替换，而右边的“P”必须被该语句在 ML中的翻译所替换（这两个要
求合起来被称为 T-约定）。综合这两个条件，对于 L的真谓词的一种定义是恰当
的，当且仅当针对 L的每个语句 φ，在ML中都有相应的 T-语句作为该定义的后
承，其中等式左边的语法主语是 φ的名字，右边是它在ML中的翻译。这两个要
求首先蕴涵了这样一条原则：

语言分层原则 必须在元语言和对象语言之间做出严格区分，对象语言的真谓词的

定义必须在元语言中被给出。（[13]，第 167页；[12]，第 350页）

根据塔斯基的真之定义理论，构造对象语言 L 的一种令人满足的真之定义，
包含以下三步，即对 L中的每个语句 φ，在元语言ML中：(1)给出它的名字 ⌜φ⌝；
(2)给出它的翻译 φ

·
；(3)确定相应的 T-语句。考虑到量化语言，定义真谓词需要

借助“一个对象序列 l满足一个（开）公式”这个概念。而对后者的定义同样依

赖于给出对象语言 L的所有公式的名字及其翻译，在此基础上确定相应的满足语
句（即 S-语句）。因此，对于对象语言的每个公式，满足概念的定义都要蕴涵如下
形式的等式：对象序列 l满足一个公式 ⌜φ(xn)⌝，当且仅当 φ(ln)，其中 ln是对象

序列 l的第 n个元素。

如果对象语言包含在元语言中，翻译的工作实际上可以免除。1于是，“形式的

正确性”标准就显得尤为重要，它要求对对象语言的形式结构进行刻画。其中最关

键的工作就是给出所有公式的名字，即在元语言中定义“L的公式”概念。定义“L
的公式”概念通常是依次通过给定对象语言的所有常项和变元、定义“项”、“初

1在 [13]中，塔斯基并没有严格区分“实质的恰当性”和“形式的正确性”这两个标准。在 [12]中，塔斯基才
做出了区分。“实质的恰当性”要求目的在于确保定义能够把握住真概念的实际意义，而“形式的正确性”标准目

的在于确保一种语言的真之定义能够蕴涵针对其所有语句的 T-语句，因而这要求构造真之定义时必须“能够描述
出该语言的形式结构”。（[12]，第 341–342页）尤其对于形式语言的真谓词的构造而言，“实质的恰当性”标准显
得并不那么重要。恰恰是因为存在“形式的正确性”标准，元语言需要刻画出对象语言的形式结构，因而才需要

满足后文所述的组合性原则和本质上的丰富性原则。
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始公式”、“复合公式”等概念来实现的。这个工作是否能完成，取决于对象语言

的复杂度，确切地说，取决于对象语言的语句在结构上是否满足递归定义的要求。

因此不难看出：对象语言 L的满足概念（进而真概念）是可定义的，仅当“L的
公式”概念在元语言ML中是递归可定义的。塔斯基非常强调这种递归定义的结
构描述性特征。正如葛瑞·雷（G. Ray）评价的那样：塔斯基在应对悖论和语义
模糊性等问题时“选择只考虑带有他称之为得到确切说明的结构的语言。这将保

证所考察的语言拥有得到良好定义的初始词汇和语法并且这将有助于确保针对那

种语言存在一个得到良好定义的 T-语句集”。（[9]，第 168页）换言之，对于真谓
词的定义必须体现语义的组合性原则：

组合性原则“只有针对其自身结构已得到准确确定的语言，真之定义问题才能获

得其确切的意义并且得到严格的解决”。（[12]，第 347页）

“语言具有准确的结构”意味着该语言在语法和语义上具有组合性特征。语句

的语义值的确定依赖于作为其构成部分的子句或公式以及初始符号的语义值。语

义的组合性又取决于公式以及语句的形成规则是否具有语法上的组合性特征2。根

据组合性原则的要求，如果“L-项”无法定义，那么“L的语句”就无法定义，进
而在元语言中就无法基于语义的组合性给出 L的真谓词定义。这对于包含有穷多
语句的对象语言来说并不构成实质的困难，因为可以采取列举法通过列出它的所

有语句的 T-语句来构造真之定义，但对于包含无穷多语句的语言，组合性原则就
具有关键性的作用。

按照塔斯基的分析，当对象语言 L为有穷阶语言时，构造相应的元语言且在
其中定义“L的公式”并非是难事，尤其可以通过对 L添加一般的逻辑表达式和
语言形态学的词项（即对象语言表达式及其结构关系的名字）进行直接扩张得到

元语言。当考虑无穷阶语言（例如 LGTC）时，困难就出现了。这类语言包含了无穷
多语义类型的变元3，这直接导致：“使用类似的递归的方法来定义公式自然被证

明是不适用的”，因此，这对定义满足概念和真概念构成了“本质性的困难”（[13]，
第 245页）。理解这个结果并不难：由于 LGTC包含了无穷多语义类型的变元（或名
字），我们实际上首先遭遇的问题就是无法定义“LGTC-项”，因为不存在比 LGTC本
质上更丰富的无穷阶语言使得 LGTC的每个项都有一个名字；其次，问题就是无法
定义初始公式，因为我们无法以有穷的方式描述无穷多类型的变元（或名字）的

无穷多种组合及其与相应的谓词符号的结合。这些基本问题无法解决，那么就不

可能构造出符合塔斯基的形式正确性要求的真之定义。为此，塔斯基不得不提出

2霍奇斯（W. Hodges）认为递归性并不是正确的真之定义的本质特征，只不过递归的方法更具实用性，塔斯基
真之定义的真正核心是组合性原则。（[3]，第 105页）

3由于塔斯基考察的对象语言通常只包含变元、不包含名字，所以这里他只讨论了变元有无穷多语义类型的问

题。如果考虑包含名字的对象语言，则同样会出现无穷多语义类型的名字。
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另外一条更为重要原则：

“本质上的丰富性”原则“元语言必须足够丰富以便为构造对象语言中的每个语

句的名字提供可能”，即元语言必须要比对象语言“本质上更为丰富”。（[12]，
第 350–352页）4

“本质上的丰富性”原则在塔斯基的真之定义理论大概是最重要的一条原则。

塔斯基自己认为，真之定义问题的答案是肯定的还是否定的，“尤其取决于元语言

就其逻辑部分而言较之对象语言是否‘本质上更为丰富’”。（[12]，第 351页）他
还指出：“元语言的‘本质上的丰富性’条件不仅是构造令人满意的真之定义的必

要条件，也是其充分条件。”（[12]，第 352页）如果对象语言与元语言是同一种
语言，那么本质上的丰富性原则就难以遵循。反过来，要遵循本质上的丰富性原

则，仅仅对对象语言和元语言有所区别是不够的，还要求元语言必须能够提供足

够多的以及足够高阶的范畴以便满足刻画对象语言的语义组合性特征的需求。比

如，我们当然可以假设 LGTC就像 LPA一样具有充分的表达力，从而能够为自己的
语句提供名字。如果要以 LGTC 作为其自己的元语言，即在 LGTC 中定义它自己的
真谓词，就一定会出现矛盾。塔斯基对于这个矛盾的证明借助了说谎者悖论。这

难免诱使人们认为 LGTC 的真谓词的不可定义性问题是由自指性或循环性的悖论
造成的，甚至人们还将问题归咎于这种语言的语义封闭性。实际上这些观点掩盖

了塔斯基定理具有的普遍意义，即掩盖了造成一种语言（比如 LGTC）的真谓词的
不可定义性问题的真正根源。接下来，本文将分别考察循环性悖论语言和非循环

的无根性悖论语言的真谓词的不可定义性问题，试图指出问题的真正根源在于元

语言不够丰富，因而无法定义相应的对象语言的“项”和“语句”，并且这个观点

同样可以扩展到非悖论性的循环性或无根性语言。

2 塔斯基定理与循环性悖论

在 [13]一文的第五节，塔斯基讨论了无穷阶语言的真谓词的定义问题，他考
察了作为范例的普遍类理论语言 LGTC ，并最终证明这种语言的真谓词是不可定
义的，而他的否定性回答就包含在塔斯基定理之中。塔斯基定理由两个部分构成

（[13]，第 247页）：

(α) 不管以何种方式在元理论中定义了指示一个表达式类的符号“Tr”，由此将
可能推导出在 T-约定的条件 (α)中所描述的一个语句的否定；

4谢尔（G. Sher）将形式正确性要求分析为三个条件：(a)被定义的真谓词是对象语言的真谓词，(b)真之定义
是在元语言中给出的，元语言本质上要丰富于对象语言，(c)元语言必须是形式上严格的和一致的。（[11]，第 151
页）可见，谢尔是将“本质丰富性”原则看作是包含在形式正确性条件中的一个子条件。
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(β) 假设元理论的所有可证语句的类是一致的，基于这样的元理论不可能构造
T-约定涵义上的一种恰当的真之定义。

这里的“元理论”指的是普遍类理论语言的元理论，以下用GTC+来表示，并

用 LGTC+ 表示相应的元语言。如果 (α)成立，我们很容易推出 GTC+包含矛盾，因

而它不是一致的，于是 (β)显然成立，因为其前件为假。所以证明 (α)是整个不可
定义性定理证明过程的关键，不过这个证明并不复杂。

由于 LGTC这种语言类似于 LPA（按照塔斯基的观点，它们之间可以建立一一
对应），借助哥德尔配数法，它的元语言 LGTC+ 能够在该对象语言中得到定义，

换言之，LGTC = LGTC+。由于该语言能够定义为算术语言，显然对角线引理就是

成立的：令 Φ(x)是该语言中任意仅包含自由变元 x的公式，则存在它的一个公

式 γ 使得：GTC+ ⊢ γ ↔ Φ(⌜γ⌝)（其中 ⌜γ⌝ 是 γ 的哥德尔数）。现在，假设

LGTC 的真谓词“Tr”已经在 LGTC+ 中得到定义，即对任意 LGTC 的公式 γ 都有：

GTC+ ⊢ γ ↔ Tr(⌜γ⌝)。再根据对角线引理很容易推出：存在公式 λ（即说谎者语

句）使得 GTC+ ⊢ λ ↔ Tr(⌜λ⌝)，进而可以推出：GTC+ ⊢ ¬(λ ↔ Tr(⌜λ⌝))于是
(α)得证。由此不难导出矛盾：GTC+ ⊢ ψ ∧ ¬ψ（其中 ψ为 λ ↔ Tr(⌜λ⌝)）。于是
(β)得证。

严格来说，(β)足以表达 LGTC的真谓词的不可定义性，(α)看似是多余的。塔
斯基在这里之所以要明确阐述 (α)，目的是要指出达到该定理的方式：他可以不
使用任何未经定义的语义概念，仅凭对角线引理，即可证明该定理。（[2]，第 32
页）由对角线引理可知，对 LGTC+（= LGTC）中可表达的任意谓词 Φ而言，都有

存在一个公式 γ，使得 GTC+ ⊢ γ ↔ ¬Φ(⌜γ⌝)，这意味着任意谓词 Φ与 LGTC 的
真谓词都不具有相同的外延，因而 LGTC的真谓词在它自身中是不可表达的。很明
显，对 LGTC 的算术化以及对角线引理在塔斯基定理的证明中起着关键性的作用。
正是这一点使人们通常将“塔斯基定理”等同于“LPA的真谓词的不可定义性”定
理。对角线函数的引入以及对角线引理的使用使得 LGTC具有了自指能力，进而使
得循环性悖论的构造成为可能。

在塔斯基看来，LGTC与 LPA这两种语言极为相似，因为它们都具有足够的表
达力从而可作为自己的元语言。它们的真谓词的不可定义性似乎最终都归咎于我

们试图在一个语言自身中来定义它的真谓词。因为如果我们真的这么做，势必会

造成语言的自指性，进而导致说谎者悖论或类似的矛盾。以类似的证明方式，不

难得到以下这两个推论（（[8]，第 205页））：

(1) 令 LTr 为在 LPA 中添加真谓词“Tr”之后得到的扩张语言，LTr 的真谓词在
其自身中不可定义。（[4]，第 38页）

(2) 令 PA+为 PA的任意一致性扩张，LPA+ 的真谓词在其自身中不可定义。
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这些结果很容易让我们产生这样的看法：自指性或循环性是导致悖论的罪魁

祸首，进而也是造成 LGTC的真谓词定义存在本质性困难的根源。夏皮罗认为，塔
斯基之所以强调 LGTC或 LPA要具有“充分的表达力”就是“为了确保自指性的机
制是可使用的”。（[10]，第 1199页）但是，为了避免一种语言因包含自己的真谓
词而产生语义悖论，塔斯基一开始就主张区分对象语言和元语言，并且强调元语

言必须比对象语言本质上更为丰富。根据他的语言分层原则和本质上的丰富性原

则，尽管 LPA 的真谓词在它自身中不可定义，但可以在更为丰富的元语言中得到
定义，例如可以以二阶算术语言（甚至它的一个片段）作为其元语言。（[8]，第
212页）这也是塔斯基定理所具有的普遍意义：塔斯基定理实际上恰恰断定了，任
何一种语言都不能在它自身中定义自己的真谓词，这意味着要定义其真谓词，必

须要有本质上更为丰富的元语言。（[1]，第 147页）LPA 与 LGTC 这两种语言的区
别就在于此，因为按照塔斯基的观点，LGTC的真谓词只有在超穷高阶的元语言中
才可定义，换言之，根本不存在比 LGTC更为丰富的无穷阶元语言使得该对象语言
的真谓词在其中能够得到定义。由于不存在更为丰富的元语言，进而不能为 LGTC
的每个语句提供一个名字，对于那些没有名字的语句，就无法构造相应的 T-语句，
所以理所当然就不可能构造出一个真之定义使它蕴含所有相关的 T-语句。

虽然 LGTC 是循环性语言，它具备足够充分的表达力，似乎能够为自己的所
有语句提供一个名字，但由于悖论的存在，不可定义性问题仍然不可能得到解决。

这恰恰表明 LGTC 还不足够丰富以便适合作为自己的元语言。塔斯基很清楚这一
点。他认为构造有穷阶语言的真谓词定义的方法在无穷阶语言上是不适用的。因

为LGTC作为自己的元语言，“其丰富性对于探讨该语言的纯粹形态而言没有优势”，
它需要的是“根本不同于这种语言的所有语法形式的”元语言。（[13]，第 253页）
因此，即使在塔斯基看来，循环性的悖论恐怕也不是造成问题的根本原因。接下

来，我们可以考察另外一种的悖论性对象语言，它是非循环的无根性（ungrounded）
语言，看看其真谓词的不可定义性问题的根源是否出在悖论上。

3 无根性悖论语言的真谓词的不可定义性

雅布罗（S. Yablo）指出，循环性（尤其自指性）并不是造成悖论的必要条
件。（[14]）他的论证依赖于构造无穷长的语句序列：S1、S2、S3……其中每个 Si

都是这样的语句“对所有 n > i，Sn 不是真的”。对于任意 Si 而言，它说的是它

后面的所有语句都不是真的。假设 Si是真的，则对于任意某个 k > i，Sk 不是真

的，由于 Sk 断定：任意 n > k，Sn 不是真的，所以至少存在某个 j > k使得 Sj

是真的，因而存在某个 j > i使得 Sj 是真的。于是 Si不是真的。矛盾。再假设 Si

不是真的，则存在某个 k > i，Sk 是真的，进而对于任意 j > k，Sj 都不是真的，
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如果这个推论成立，则不难证明 Sj 又是真的，于是矛盾，所以根据归谬法，Si反

而是真的。这就是所谓的“雅布罗悖论”，其特点在于，序列中的每个句子单独而

言都不自相矛盾，但把所有这些句子放在一起，就会造成不一致。因而它又被雅

布罗自己称为“ω-悖论”。（[15]，第 140页）

如果是像上面这样来描述雅布罗悖论的话，显然不符合塔斯基的风格。因为

在序列中，每个 Si中出现的真谓词并没有标明所属的语言。于是，问题产生了：如

果我们按照塔斯基的语言分层理论，严格区分对象语言和元语言，进而明确这里的

每个真谓词所属的语言，悖论还会产生吗？根据雅布罗的做法，针对每个语句 Si，

我们假设相应有一种语言 Li以及真谓词 Tri，令 Si是 Li的语句，Tri是 Li的真谓
词，且对任意 k > i，“Sk”和“Trk”都是语言 Li的符号。然后，我们对雅布罗的语
句序列作适当修改，使得每个语句 Si都指称这样的语句：∀n > i,¬Trn(Sn)。现在

假设 Tri(Si)。由此可得 ∀n > i,¬Trn(Sn)。于是存在 j > i，使得 ∀n > j,¬Trn(Sn)，

进而 Trj(Sj)，即 ∃n > i,Trn(Sn)。所以 ¬Tri(Si)。类似地，如果假设 ¬Tri(Si)，不

难推出 Tri(Si)。因此，雅布罗认为，塔斯基的语言分层方法不足以消除这个悖论，

因为它并不是由语言的循环性导致的语义悖论。（[15]，第 141页）

与说谎者悖论不同，雅布罗悖论产生的原因是无穷语句序列包含了无根性语

句。一个语句 φ是无根的，当且仅当它并不依赖于“非语义的事态”，换言之，总

是存在另外一个语句 φ′，使得 φ依赖于 φ′，而后者又依赖于其他语句，即存在一

个无穷上升的语句依赖序列。（[7]）类似地，我们可将“无根性语言”定义为包
含无根性语句的语言。需要注意的是，在做出元语言和对象语言的区分之后，每

个语言 Li都不是无根性语言，因为每个语句 Si在 Li中并不依赖于其他语句。于
是，我们可以在雅布罗的语句和语言序列的基础上构造一种无根性语言。

雅布罗的证明还隐含了这样的条件，即对任意（对象）语言 Li，（元）语言
Li−1 必须包含这样的 T-语句：Tri(Si) ↔ ∀n > i,¬Trn(Sn)（其中 i为任意某个自

然数），因此我们必须预设语言 L0，使得它包含“Tr1(S1) ↔ ∀n > 1,¬Trn(Sn)”，

同时不得再假设语句序列中存在 S0 这样的语句，否则我们还需要类似地预设语

言 L−1，令其包含“Tr0(S0) ↔ ∀n > −1,¬Trn(Sn)”。考虑到该预设，我们令 TSi

为对应于 Si的 T-语句，然后根据语句序列重新明确一个语言序列：L0、L1、L2、
……其中 TS1

∈ L0，且对任意 i > 0，都有 Si ∈ Li，TSi
∈ Li−1。接下来，我们将

所有这样的 Li（i > 0）合并起来得到一种语言 Lω，即令 Lω =
∪

i>0 Li。可以看
出，每个 Si和 TSi

都是 Lω 的语句。现在，我们来利用雅布罗悖论证明 Lω 的真谓
词的不可定义性。

假设存在某个合适的元语言 L∗ω，在其中可以构造出 Lω 的真谓词的一个形式
正确的塔斯基式定义，即对任意 Si ∈ Li（i > 0），都有 Trω(Si) ↔ ∀n > i,¬Trn(Sn)

（其中，L∗ω 包含了 Lω 中语句的所有名字“Si”（i > 0），并且对任意 Lω 中的公式
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φ，因为定义而 φ也是元语言中的公式）。我们在元理论中假设 Trω(Si)，由此可得

∀n > i,¬Trn(Sn)，因而存在 j > i，使得 ¬Trj(Sj)。又 Trj(Sj) ↔ ∀n > j,¬Trn(Sn)

在对象语言中因为定义而是平凡的，所以它在元理论中也成立。于是可得 ¬∀n >
j,¬Trn(Sn)，进而可推出 ¬∀n > i,¬Trn(Sn)。因此，¬Trω(Si)。反之同理。由此

我们在元语言 L∗ω 中可以推出 Trω(Si) ↔ ¬Trω(Si)。不难得到矛盾。所以，Lω 的
真谓词在元语言 L∗ω 中是不可定义的。

由此可见，L∗ω 并不是合适的元语言，原因是：该元语言直接包含了对象语言
中的名字，尽管“Trω”以及“Trω(Si)”并不是对象语言中的谓词和语句，但借助

“Tri(Si) ↔ ∀n > i,¬Trn(Sn)”，Trω(Si)与 Tri(Si)在元语言建立了等价关系。这就

在元语言中产生了循环性。雅布罗曾断言：“在这里不需要哥德尔的技巧，因为就

塔斯基的目的而言，是否通过对语法的算术化或者借助其他方法来造成自指并不

重要。”（[15]，第 142页）的确如此，ω-悖论的产生机制并不依赖于直接的自指，Lω
中的每个语句 Si都在“谈论”别的语句而非自己，所以严格来说，Lω不是一种循
环性语言而是一种非循环的无根性语言。但需要注意的是，上述论证结果并不是

Tri(Si) ↔ ¬Tri(Si)，而是 Trω(Si) ↔ ¬Trω(Si)，而该结果是在元语言中推导出来

的，其推导过程借助了循环性。因此不能说 Lω的真谓词的不可定义性与循环性无
关，但这里所用的悖论即 ω-悖论从根本上说确实是由这种语言的非循环的无根性
造成的。虽然循环性也对 Lω 这样的非循环的无根性语言的真谓词的不可定义性
产生了影响。这是否意味着它就是导致真谓词的不可定义性问题的根源？其实，上

述分析也表明了情况并非如此。元语言 L∗ω的不合适性才是根源：它不够丰富，没
有能够为对象语言的所有项和语句提供名字，比如“Trj(Sj) ↔ ∀n > j,¬Trn(Sn)”

这个等式在元语言中就没有名字，为了进行推理，它作为一个平凡的定义性命题

却被直接包含在了元语言中。而这个等式本身并不是真之定义蕴涵的定理。这才

是导致问题的根源。

4 两种非悖论性语言的真谓词的定义问题

为了进一步揭示悖论并不是导致真谓词不可定义性问题的真正根源，接下来

我们要考虑两种非悖论性的语言，通过对这两种语言的真谓词的定义问题的考察，

考察真之定义的形式正确性要求对于真谓词的定义性问题的重要性。这两种语言

分别是：作为 LPA 的真扩张语言的 LTr （= LPA ∪ {Tr}），以及基于诚实者语句构
造的、类似于 Lω的无根性语言。前者是非悖论性的循环性语言，后者是既非悖论
性的亦非循环性的语言。

关于 LTr的真谓词的定义问题，往往存在着误解。如前所述，在 LPA中无法定
义其自身的真谓词，因为这会导致悖论。显然，只要令 LPA 的真谓词不包含在其
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自身中即可避免悖论，因而人们通常会认为，只要避免了语义封闭性就能解决问

题，换言之，LPA的真谓词可以在 LTr这种扩张语言得到定义（其中“Tr”为 LPA
的真谓词）。（[16]，第 76页）毫无疑问，LPA 的真谓词可以在更为丰富的元语言
中得到定义，但问题是 LTr能否算是“更丰富的元语言”。

模型论的表达容易掩盖这个问题。借助模型论的方法，令 ℑ = (N, S,+, 0)为
LPA的标准自然数模型，且令T = {⌜A⌝ : ℑ |= A且 A为 LPA-语句}，且ℑ′ = (ℑ,T)
为 LTr 的标准模型，则塔斯基定理可以被表述为：T在 ℑ中（确切地说在 N中）
不可定义，即并非对任意 ⌜A⌝ ∈ T，都有 ℑ |= Tr(⌜A⌝)。但对任意 ⌜A⌝ ∈ T，都有
(ℑ,T) |= Tr(⌜A⌝)，即 T在 ℑ′中是可定义的。在这里，T实际上就是真谓词“Tr”
在模型 ℑ′ 下的解释，因此很明显，虽然 LPA 的真谓词在模型 ℑ中不能得到解释，
但可以在扩张的模型 ℑ′中得到解释。不过，容易忽略的问题是：这里的 T与自然
数集 N是什么关系？显然，T不是 N的子集，T在 N中不可定义这其实已经表明
了不存在 X，X是 N的子集且 X = T。

回到前面的问题，假设 LTr 是可在其中定义 LPA 的真谓词的元语言，这意味
着，LPA-项和 LPA-公式都可在该语言中得到定义。显然，(1) 0是 LPA-项，且 (2)如
果 t、t′是 LPA-项，则 St和 t+ t′，t× t′都是 LPA-项。在此基础上，可以定义 LPA-公
式，例如，如果 t、t′是 LPA-项，则 t = t′是 LPA-公式，如果 A是公式，则 ¬A是
LPA-公式……不过，这并不是真正的定义，因为它没有考虑到元语言的特殊性。在
LTr中，LPA的每个符号、项和公式都有一个哥德尔数作为其名字。对于每个公式
A而言，⌜A⌝是“A”在 LTr中的名字，即“A”的哥德尔数。假设某个 n是 LPA-公
式“A”的哥德尔数且，即 ⌜A⌝ = n。假设“n”本身就是一个 LPA-项。如果“n”
的意义在元语言中没有变化，则“n”的指称依然是 n。由于“n”同时也是 ⌜A⌝
的哥德尔数，因此“n”的指称是“A”。这表明“n”在 LTr中是一个有歧义的项。
当然，在元语言中，每个 LPA-项和 LPA-公式都有一个哥德尔数作为其名字，它们
都存在歧义问题。这个问题使得 LTr是否是 LPA加上真谓词的扩张遭到质疑。

针对歧义问题，我们有两种选择：一是否认哥德尔数是 LPA-项，这意味着 LTr
并不是简单地将真谓词加入 LPA 中形成的扩张，而是对 LPA ∪ {Tr}的真扩张，这
样一来 LTr 就变成了“本质上更为丰富”的元语言；二是容忍歧义，承认这些哥
德尔数作为项是特殊的自然数，因而承认元语言 LTr在对象语言的基础上“生成”
了新的 LPA-项。如果 LPA-公式的哥德尔数都是 LPA-项，那么对 LPA-项的定义就需
要添加第三个子句：如果A是 LPA-公式，则 ⌜A⌝是 LPA-项。由此不难得出，LPA-项
是可定义的，仅当 LPA-公式是可定义的。于是造成循环定义，违背组合性原则的
要求。综合上述两个方面，如果 LPA-公式的名字本身就是 LPA-项，则会造成歧义
以及循环定义问题；而如果不是 LPA-项，则元语言对对象语言做出了真扩张。所
以除非 LTr对 LPA ∪{Tr}做出真扩张以满足本质上的丰富性原则的要求，在 LTr中
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实际上无法构造出 LPA 的真谓词的定义。反言之，如果 LTr 中构造出了 LPA 的真
谓词的定义，那么哥德尔数就不应该被视为真正的 LPA-项。

再考虑第二种语言，即一种无根性语言 Lω′，它与 Lω 的区别在于，在它包含
的语句序列中，每个语句都“说”后面的语句是真的，即每个语句 Si都指称这样

的语句：∀j > i,Trj(Sj)。不难发现，Lω′ 是非悖论性的。我们考虑两种情形：(1)令
Lω′ 为自己的元语言，考虑它的真谓词在自身中能否得到定义；(2)令 L∗ω′ 为一个

本质上更为丰富的元语言，能够为所有 Lω′ 符号、项以及公式提供一个名字，考

虑 Lω′ 的真谓词能否在这个元语言中得到定义。

情形 (1)。如果在 Lω′ 中定义其真谓词，因为按照塔斯基的真之定义的要求，

元语言要为对象语言中的初始符号（比如项）以及语句提供名字。但是 Lω′本身并

不是一个足够丰富的语言，当它作为自己的元语言时，每个语句“∀j > i,Trj(Sj)”

固然都有自己的名字“Si”，但每个“Tri(Si)”却没有自己的名字。此外，“Si”这

个名字本身以及谓词“Tri”也没有名字，这样一来的问题是我们无法定义 Lω′-项
以及 Lω′-公式。根据塔斯基的真之定义理论，由于 Lω′ 对于其自身而言不具备本

质上丰富的表达力，因而无法刻画出其自身的形式结构，当然也就无法在其自身

中构造出其真谓词的定义。

情形 (2)。假设 L∗ω′ 是本质上更为丰富的元语言，它不仅包含了 Lω′ 的真谓词

“Trω′”以及必要的逻辑、语法等符号，还能为所有 Lω′-项和公式都提供一个名字。
其中，对于任意名字和真谓词，“⟨θ⟩”是“θ”在 L∗ω′ 中的名字。我们可以将 Lω′-项
和语句定义为：对任意自然数 i，⟨Si⟩都是 Lω′-项；如果 i是任意自然数，⟨Si⟩是
Lω′-项且 ⟨Tri⟩是 Lω′-谓词，则 ⟨Tri(Si)⟩是 Lω′-公式；如果 ⟨Tri(Si)⟩是公式，则
⟨∀i > j,Tri(Si)⟩、⟨Tri(Si) ↔ ∀k > i,Trk(Sk)⟩都是 Lω′-公式。在定义了 Lω′-项和
公式之后，就可以按照一般的做法，构造相应的语义定义（其中 i、j、n为任意

某个自然数）：

(I) Ref(⟨Si⟩) = Si，Ref(⟨Tri⟩) = ⟨∀n > i,Trn(Sn)⟩；
(II) Trω′(⟨Tri(Si)⟩) ↔ Ref(⟨Si⟩) ∈ Ref(⟨Tri⟩)；
(III) Trω′(⟨∀n > i,Trn(Sn)⟩) ↔ ∀n > i,Trω′(⟨Trn(Sn)⟩)；
(IV) Trω′(⟨Tri(Si) ↔ ∀k > i,Trk(Sk)⟩)

↔ (Trω′(⟨Tri(Si)⟩) ↔ Trω′(⟨∀k > i,Trk(Sk)⟩))

对于任意 Lω′-语句A，由上述定义都可以推出：Trω′(⟨A⟩) ↔ A。因此，只要元

语言足够丰富，即使 Lω′ 是非循环的无根性语言，其真谓词也可在该元语言中得

到定义。当然，这个定义可能存在瑕疵，因为如果严格依照塔斯基的真之定义理

论，真之定义蕴涵的每个 T-等式“Tr(s) ↔ p”的右边都不能再出现真谓词“Tr”。
不过，需要注意的是，在这里，等式右边包含的“真谓词”并不是“Trω′”。
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比较上述两种语言，可以发现：一方面，第一种语言 LPA的元语言 LTr并非在
本质上比对象语言更为丰富，它无法独立地为对象语言的项和语句提供名字，所

以只能用对象语言的名字指称自己的项和语句，从而造成自指，但由于真谓词并

不属于对象语言，因此没有产生悖论。不过这仍然会造成歧义问题，这为构造 LPA
的真谓词定义造成了麻烦，要克服麻烦就不得不承认 LTr 是对 LPA ∪ {Tr}做出真
扩张。Lω′ 的真谓词的定义在第一种情形下的问题是因为其本身表达力不足造成

的（这也是塔斯基定理直接表达的内容）。而另一方面，上述结果并不妨碍 LPA的
真谓词在本质上更为丰富的二阶语言中得到定义，同样在第二种情形下，由于有

了本质上更为丰富的元语言，Lω′ 的真谓词定义才能得以构造出来，该定义符合

塔斯基的真之定义理论的要求，尽管 Lω′ 本身是无根性的。

5 结论

塔斯基借助循环性悖论证明了 LGTC的真之不可定义性定理，该定理的证明方
式长期以来令不少人误以为悖论或循环性是导致一种语言的真谓词的不可定义性

问题的根源，从而忽略了构造一个真之定义的真正重要的因素以及一种语言的真

谓词的不可定义性问题的真正根源。悖论以及循环性之所以能够造成真谓词的不

可定义性问题，还是因为它们导致了特定的元语言无法完全地刻画对象语言的形

式结构，即无法在满足组合性原则的前提下为对象语言的所有项和语句提供名字，

进而为每个语句递归地构造相应的 T-语句。塔斯基定理所断定的内容其实并不仅
仅适用于像 LGTC 这样的悖论性语言，它也适用于任何一种试图在其自身中定义
自己的真谓词的语言，此外还适用于那些无法找到“本质上更为丰富的”元语言

的对象语言以及其现有的元语言不具备“本质上的丰富性”的对象语言，其中有

的对象语言甚至并不包含悖论，也不是循环性的语言。因为塔斯基的真之定义理

论的核心原则是：只有在本质上更为丰富的元语言中，对象语言的真谓词才能得

到定义。构造一种语言的真谓词定义的关键在于找到“本质上更为丰富的”元语

言。相反，真谓词的不可定义性问题的真正根源在于找不到这样的元语言，或者

至少现有的元语言相对于对象语言来说并非本质上更为丰富。基于这一点，以下

推断就不难被理解和接受：(1)无论是悖论性的还是非悖论性，循环性还是非循环
性的语言，只要能够找到本质上更为丰富的元语言，其真谓词就能得到定义；(2)
即使一种对象语言的真谓词在一个合适的元语言中得到定义，它也可能会在另外

一种不合适的元语言中是不可定义的；(3)事实上，并非所有的语言都存在本质上
更为丰富的元语言，比如自然语言或 LGTC，它们的真谓词在无穷阶语言中注定无
法得到定义。
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On Cause of the Problem of the Indefinability of Truth

Zhirong Zhou

Abstract

Tarski provided the criterion of formal correctness and of material adequacy with
his theory of definition of truth, which implies further three principles: that of hierarchy,
of compositionality and of essential richness. Although Tarski proved the undefinability
theorem, which asserts directly that the truth predicate of LGTC (or LPA) is undefinable
in itself, with the circular paradox. However, what is asserted in the theorem is not only
applicable to paradoxical or circular languages. The real cause of the undefinability of
truth is that their meta-language cannot satisfy these criterions and principles, especially
that the meta-language is not essentially richer than its object language.
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