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混合公开宣告逻辑

何键枫 王轶 �

摘 要：人类在思考问题时，常常伴随着对各种可能情形的审视。在经典公开宣告逻

辑中，排除掉不可能的情形即实现对信念的修正。为了能够在语言中直接表达可能情

形，本文探讨公开宣告逻辑的混合化，即增加用于指称可能情形的专名。结合对直接和

间接宣告的区分，引入三个不同的语言。公开宣告逻辑的混合化会导致技术上的困难，

为防止专名失去指称，本文采取基于 K45模型的“删链”语义学。在此基础上，本文考
察宣告须真和宣告可假两种语义设定，共引入五个混合公开宣告逻辑，对比它们的表达

能力，并给出可靠且完全的公理系统。
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1 引言

认知逻辑（[7, 10, 11]）及其简单动态扩充——公开宣告逻辑（[6, 12]）在过
去数十年间得到了广泛关注。上述框架可以模拟主体在公开宣告前后知识或信念

的变化。现实生活中的人们在制定计划、计算得失并作出决定之前，往往会考虑

尽量多的情形，将其中不可能的情形加以排除则是常见的获取知识或信念的做法。

基于认知逻辑考察知识、信念与宣告时，也不可避免地运用到可能情形（在不同

场合中也常被称为状态、可能性或可能世界等）这一概念。本文尝试在公开宣告

逻辑的框架下突出对可能情形的刻画，允许在语言中直接诉说可能情形，由此得

到一种混合逻辑（[1, 3, 5, 13]）。
混合公开宣告逻辑并不是公开宣告逻辑和混合逻辑的简单结合，这方面的研

究也不是堆砌式的技术工作。公开宣告逻辑的语义通过删除可能情形来实现对知

识更新的模拟，而这在语言中包含了用于表示可能情形的常元（在混合逻辑中称
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为专名）之后就出现了问题。例如在公开宣告逻辑中，公式 [φ]i（“公式 φ被公开

宣告之后，i是现实情形”）中的算子 [φ]（“φ被公开宣告”）被解释为在模型中

删除一切非 φ的可能情形，其中或许已包括情形 i，这将导致专名 i在更新后的

模型中失去定义。通过允许专名指称空集，[9]在技术上回避了上述问题。然而这
样的处理方法允许专名没有指称，并不合理，至少会令“专名”这一称呼不再贴

切。更有甚者，采用 [9]中的定义将允许公式@i(φ ∨ ¬φ)（“在情形 i中，φ或者

非 φ”）为假。

本文坚持按照经典混合逻辑的做法将每个专名都解释为单一的可能情形，并

采用 [8,第 5.2.1节]中提出的“删链”语义学，将 [φ]解释为删除全部指向非 φ情

形的链接（但不在模型中删除那些情形）。这样既实现对不可能情形的排除，又保

证了专名都有指称。然而缺点是，由链接所表示的二元关系将不必具有自反性与

持续性。因此这一做法对知识模型 S5和信念模型 KD45并不适用。本文采用信念
逻辑 K45，并在此基础上探讨公开宣告逻辑的混合化。
混合公开宣告逻辑可以表达直接公开宣告之外的行动。有时需要表达在某一

情形下作出了宣告（但在其他情形中可能并未作出），本文称之为间接公开宣告。

公式 [φ]xψ读作“当 φ在情形 x中被宣告后，ψ（在现实情形中）为真”。这样的

语言在技术上也有优势，具体见第 5.2–5.3节。
文章结构如下：第 2节介绍基于信念模型的混合逻辑。第 3节对本文将探讨

的逻辑进行梳理。第 4节中考察允许进行假宣告的混合公开宣告逻辑，而在第 5
节中则仅允许真宣告。第 5.1–5.3节探讨语言中带算子 ↓的扩充，在第 5.4节则转
向不带该算子的逻辑。第 6节将对全文进行总结。

2 背景：基于信念模型的混合逻辑

信念模型是满足如下条件的三元组 (W,R, V )：（1）W 为非空的可能情形

集；（2）R为每个主体赋予W 上的一个具有传递性和欧性的二元关系；（3）赋
值函数 V 为每个命题赋予一集可能情形。如此定义的信念模型也称为 K45模型，
它不一定满足持续性（要求满足持续性的信念模型通常称为 KD45模型）。

混合逻辑通过在模态语言中增加专名（用于表达可能情形的常元）以及其他

混合算子（如@和 ↓等）扩充而成。其中只添加专名的混合语言以H表示。在H
的基础上继续添加的其他算子在括号内标注，例如H(@)、H(↓)和H(@, ↓)等都
是混合语言。本文只关注 H(@)和 H(@, ↓)这两个常用混合语言：前者在标准语
义下能得到一个理想的、可判定的混合逻辑；后者得到的逻辑虽然不可判定，却

拥有接近一阶逻辑的表达能力。

本文预设一个非空的有穷主体集 Ag，以及可数无穷的命题变元集 Pr、专名集
Nom和变名集Var。语言H(@)和H(@, ↓)由以下语法给出（其中 p ∈ Pr，a ∈ Ag，
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i ∈ Nom且 s ∈ Var）：

H(@) φ ::= p | i | ¬φ | (φ ∧ φ) | Baφ |@iφ

H(@, ↓) φ ::= p | i | s | ¬φ | (φ ∧ φ) | Baφ |@iφ |@sφ | ↓sφ

专名 i和变名 s都是公式，分别为指称可能情形的常元和变元。@iφ和@sφ分别

表示在 i和 s所指称的情形中 φ成立，而 ↓sφ表示将现实情形命名为 s时 φ成立。

Baφ表示主体 a相信 φ。Ba 的对偶算子记为 B̂a，即 B̂aφ代表 ¬Ba¬φ。命题联
结词→、∨和↔等采用通常方式定义。
混合的信念模型（简称为模型）通过修改信念模型得到，使得每个专名都指

称模型里的一个可能情形。准确地说，在模型 (W,R, V )中，赋值函数 V 的定义

域为 Pr ∪Nom，值域为 ℘(W ) ∪W，满足将命题变元都映射为一集可能情形（W
的某个子集），并且将专名都映射为一个可能情形（W 的某个元素）。结合指派

g : Var → W 以及现实情形 w ∈ W，可以得到所谓的点模型，并根据以下递归定

义计算任意公式的真值（其中 g[ws ]除 g[ws ](s) = w 外与 g 相同；其他经典信念逻

辑公式如常定义，可参考 [6]）：

M, g,w |= i 当且仅当 w = V (i)

M, g,w |= s 当且仅当 w = g(s)

M, g,w |= @iφ 当且仅当 M, g, V (i) |= φ

M, g,w |= @sφ 当且仅当 M, g, g(s) |= φ

M, g,w |= ↓sφ 当且仅当 M, g[ws ], w |= φ

有效式与逻辑后承等概念类似于经典模态逻辑加以定义。当语言中不含算子 ↓时
则无需考虑指派 g。

语言 H(@)和 H(@, ↓)采用上述语义解释得到的逻辑分别记为 H@和 H@↓。
图 1中给出了逻辑 H@和 H@↓可靠且强完全的公理系统K45@和K45@↓。两个
系统的可靠性和完全性证明不妨参考 [1]。

3 概览

在公开宣告逻辑中，宣告公式 φ（被宣告的公式必须在现实情形中为真）意

味着排除所有 φ不为真的可能情形。尽管宣告可以反复进行，宣告的内容也可以

不断变化，仅仅通过宣告却依然无法保证在最后消除所有不确定性以找出真实情

形，更不用说找出宣告是在哪个情形中作出的。1 使用足以刻画可能情形的语言

是本文在公开宣告逻辑中引入专名的一个主要动机。

1信念模型中的可能情形对所有公式的真假都可断言，任意公式在其中或为真、或为假，而日常语言中的情形

则常常代表了一类“可能情形”。“情形”一词在两者之间有所出入。
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(PC) 命题重言式 (Back) B̂a@iφ→ @iφ

(K□) Ba(φ→ ψ) → (Baφ→ Baψ) (Intro) (i ∧ φ) → @iφ

(K@) @i(φ→ ψ) → (@iφ→ @iψ) (Agree) @i@jφ↔ @jφ

(Ref) @ii (Selfdual) @iφ↔ ¬@i¬φ
(4□) Baφ→ BaBaφ (5□) B̂aφ→ BaB̂aφ

(N□) 由 φ得 Baφ (N@) 由 φ得@iφ

(MP) 由 φ→ ψ与 φ得 ψ

K45@↓中额外包含：
(DA) @x(↓sφ↔ φ[xs ])

(Name) 由@xφ得 φ,其中 x ̸∈ φ

(Bridge) 由@xB̂ay → @yφ得@xBaφ,其中 x ̸= y且 y ̸∈ φ

（注：φ和 ψ代表任意公式，a ∈ Ag，i, j ∈ Nom，s ∈ Var，x, y ∈ Nom ∪ Var。）

图 1: 公理系统 K45@与 K45@↓

引言中已经解释过，在混合语言下解释公开宣告时，排除不可能情形可以像

[9]那样处理为将不可能情形直接删除，但这会引发较多问题。本文采用公开宣告
的“删链”语义学（[8]），将其适当修改后用于混合公开宣告逻辑。这种处理方
式不会导致可能情形被删除后专名失去指称，而且还使得对宣告假公式的解释成

为可能。文章将探讨如下的两种语义设定：（1）作出的宣告可真也可假（宣告可
假），（2）作出的宣告必须为真（宣告须真）。

本文将混合语言 H(@)和 H(@, ↓)扩充以直接宣告算子和（或）间接宣告算
子。直接宣告算子即经典公开宣告逻辑中的宣告算子；间接宣告算子以 [φ]x（x为

专名或变名）表示，读作“当 φ在 x所指称的情形下被公开宣告后，ψ在现实情

形中为真”。简言之，间接宣告允许在某个可能情形中进行，而不像直接宣告那样

仅限于在现实情形中进行。由此带来了三个混合宣告语言，H([ ],@)、H([ ],@, ↓)
和 H([ ]x,@, ↓)（本文不考虑语言 H([ ]x,@)以免陷入太多组合）；考虑到行文的

简洁，分别将它们简记为 L1、L2和 L3。这三个语言和上一段提到的两种语义设

定将带来五个逻辑（本文不考虑语言 L3 配以宣告可假的语义，L3 将主要用于辅

助其他逻辑所涉及的证明，参见第 5.2–5.3节）。

文章将对比五个逻辑和两个基本混合语言的表达能力，并给出五个逻辑的可

靠且完全的公理系统，为方便查找，将相关语言、语义设定以及对应的逻辑及其

公理系统整理汇总至表 1。

接下来第 4节首先探讨宣告可假的两个逻辑 L1u和 L2u，然后到第 5节再采
用宣告须真的语义设定。
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表 1: 逻辑与公理系统的记法

语言

语义设定
宣告可假 宣告须真

L1,即H([ ],@) L1u, L1u L1t, L1t
L2,即H([ ],@, ↓) L2u, L2u L2t, L2t
L3,即H([ ]x,@, ↓) L3t, L3t
（注：逻辑的名字用直立非粗体，对应的公理系统则转为粗体。）

4 宣告可假的逻辑

本节将会探讨在宣告可以为假的语义设定下的两个混合公开宣告逻辑 L1u和
L2u，并给出它们的公理系统 L1u 和 L2u。这两个系统通过归约方法分别由第 2
节中介绍的混合信念逻辑的公理系统 K45@和 K45@↓得到。

4.1 逻辑 L1u

在混合语言H(@)中增加经典公开宣告算子，由此得到的语言H([],@)简记

为 L1。

定义 1 (语言 L1). L1公式由以下规则递归定义：

φ ::= p | i | ¬φ | (φ ∧ φ) | Baφ | [φ]φ |@iφ

其中 a ∈ Ag，p ∈ Pr且 i ∈ Nom。命题联结词如常定义，B̂a 与 ⟨φ⟩分别为 Ba 与

[φ]的对偶算子。

宣告可假意味着公式 φ被宣告无需先决条件，具体语义定义如下。

定义 2 (L1u语义). 任给模型M = (W,R, V )和可能情形 w ∈ W，原子公式、布

尔公式和认知公式的语义解释如常定义（不妨参见 [6]），混合公式的语义解释参
见第 2节。形如 [φ]ψ的公式的语义解释如下：

M,w |= [φ]ψ 当且仅当 Mφ, w |= ψ

其中更新模型Mφ = (W,RM,φ, V )满足任给主体 a，

RM,φ
a = Ra ∩ (W × {u ∈W |M,u |= φ})

即Mφ是将M 中所有指向 φ为假的情形的链接删除后得到的模型。



46 逻辑学研究 第 13卷第 2期 2020年

需要注意的是，即使M 是持续模型，更新模型Mφ 也可能不再具有持续性。

这是本文不要求模型具有持续性的技术性原因。不难验证Mφ依然满足传递性和

欧性。以欧性为例。如果RM,φ
a rs与RM,φ

a rt成立而RM,φ
a st不成立，则有M, t ̸|= φ。

此时可得RM,φ
a rt不成立，矛盾。上述更新方式保持传递性和欧性，因此适用于基

于信念模型 K45的混合模型。
由所有有效公式（即在所有模型的所有可能情形下都为真的公式）组成的集

合视为语言 L1在上述语义下的逻辑，记为 L1u。下面给出 L1u的一些有效式，证
明较为简单，故略去。以这些有效式作为归约原则，可以将所有 L1公式转化为与

之等值的不含宣告算子的公式（即转化为等值的H(@)公式）。

命题 3. 任给 L1公式 φ、ψ和 χ，命题变元 p，主体 a和专名 i，如下公式都是 L1u
的有效式：

1. [φ]p↔ p

2. [φ]i↔ i

3. [φ]¬ψ ↔ ¬[φ]ψ
4. [φ](ψ ∧ χ) ↔ ([φ]ψ ∧ [φ]χ)

5. [φ]Baψ ↔ Ba(φ→ [φ]ψ)

6. [φ]@iψ ↔ @i[φ]ψ

7. [φ][ψ]χ↔ [φ ∧ [φ]ψ]χ

将上述命题中的有效式作为归约公理添加到逻辑 H@ 的公理系统 K45@ 中
就可以得到 L1u的公理系统 L1u，如图 2所示。

(K45@) K45@的所有公理与推理规则
(宣告与命题变元) [φ]p↔ p

(宣告与专名) [φ]i↔ i

(宣告与否定) [φ]¬ψ ↔ ¬[φ]ψ
(宣告与合取) [φ](ψ ∧ χ) ↔ ([φ]ψ ∧ [φ]χ)

(宣告与信念) [φ]Baψ ↔ Ba(φ→ [φ]ψ)

(宣告与@) [φ]@iψ ↔ @i[φ]ψ

(叠置宣告) [φ][ψ]χ↔ [φ ∧ [φ]ψ]χ

图 2: 公理系统 L1u

定理 4 (L1u可靠性). L1u是可靠的，即如果 ⊢L1u φ则有 |=L1u φ。

由 K45@的可靠性和命题 3不难得到上述可靠性定理。反过来，要证明 L1u
的完全性，需要证明公式集 Φ的所有语义后承 φ都可在 L1u中以 Φ为前提推演

得到。任给 L1公式 φ，存在H(@)公式 φ′满足 ⊢L1u φ↔ φ′。由 L1u的可靠性得
知，φ′ 同样是 Φ的语义后承。由 K45@的完全性可知 Φ ⊢K45@ φ′。由于 L1u是
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K45@的扩充，Φ ⊢L1u φ
′，再通过分离规则即可推演出 φ。因此，L1u完全性证

明的核心任务是找到 L1公式的H(@)翻译，而这恰恰是归约公理的用途。

定义 5 (L1到H(@)的翻译). 递归定义 t : L1 → H(@)如下：

t(p) = p

t(i) = i

t(¬φ) = ¬t(φ)

t(φ ∧ ψ) = t(φ) ∧ t(ψ)

t(Baφ) = Bat(φ)

t(@iφ) = @it(φ)

t([φ]p) = p

t([φ]i) = i

t([φ]¬ψ) = t(¬[φ]ψ)

t([φ](ψ1 ∧ ψ2)) = t([φ]ψ1 ∧ [φ]ψ2)

t([φ]Baψ) = t(Ba(φ→ [φ]ψ))

t([φ]@iψ) = t(@i[φ]ψ)

t([φ][ψ]χ) = t([φ ∧ [φ]ψ]χ)

为了证明 ⊢L1u φ↔ t(φ)，定义复杂度函数 c : L1 → N如下：

c(p) = c(i) = 1 c(φ ∧ ψ) = max(c(φ), c(ψ)) + 1

c(¬φ) = c(Baφ) = c(@iφ) = c(φ) + 1 c([φ]ψ) = (4 + c(φ)) · c(ψ)

引理 6. 任给 L1公式 φ、ψ和 χ，命题变元 p，主体 a和专名 i，

1. 若 ψ是 φ的子公式，c(φ) ≥ c(ψ)

2. c([φ]p) > c(p)

3. c([φ]i) > c(i)

4. c([φ]¬ψ) > c(¬[φ]ψ)

5. c([φ](ψ ∧ χ)) > c([φ]ψ ∧ [φ]χ)

6. c([φ]Baψ) > c(Ba(φ→ [φ]ψ))

7. c([φ]@iψ) > c((@i[φ]ψ)

8. c([φ][ψ]χ) > c([φ ∧ [φ]ψ]χ)

引理 7. 任给 L1公式 φ，都有 ⊢L1u φ↔ t(φ)。

定理 8 (L1u完全性). 对任意 L1公式集 Φ和公式 φ，如果 Φ |=L1u φ则 Φ ⊢L1u φ。

证明. 假设 Φ ̸⊢L1u φ。以 t(Φ)表示 {t(ψ) | ψ ∈ Φ}，则 t(Φ) ̸⊢K45@ t(φ)；因为否

则存在 Φ的有穷子集 Ψ满足 t(Ψ) ⊢K45@ t(φ)，此时根据引理 7可得 Φ ⊢L1u φ，矛

盾。由 K45@ 的完全性可得 t(Φ) ̸|=H@ t(φ)。故有模型 M 及其中的可能情形 w

使得对于任意 t(ψ) ∈ t(Φ)均有 M,w |=H@ t(ψ)且 M,w ̸|=H@ t(φ)。由于定义 5
中翻译 t是保真的（根据引理7以及 L1u的可靠性），对于任意公式 ψ ∈ Φ均有

M,w |=L1u ψ且M,w ̸|=L1u φ，即 Φ ̸|=L1u φ。

4.2 逻辑 L2u

在混合语言H(@, ↓)中添加经典宣告算子，所得语言H([],@)简记为 L2。
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定义 9 (语言 L2). L2公式由以下规则递归定义：

φ ::= p | i | s | ¬φ | (φ ∧ φ) | Baφ | [φ]φ |@iφ |@sφ | ↓sφ

其中 a ∈ Ag，p ∈ Pr，i ∈ Nom且 s ∈ Var。相关约定与定义 1中相似。

L2在宣告可假的语义设定下所得逻辑记为 L2u。

定义 10 (L2u语义). 任给模型M = (W,R, V )、指派 g和可能情形 w ∈ W，原子

公式、布尔公式和认知公式的语义解释如常定义，混合公式的语义解释与前文相

同。形如 [φ]ψ的公式的语义解释如下：

M, g,w |= [φ]ψ 当且仅当 Mg,φ, g, w |= ψ

其中更新模型Mg,φ = (W,RM,g,φ, V )使得对任意主体 a，

RM,g,φ
a = Ra ∩ (W × {u ∈W |M, g, u |= φ})

语言 L2中含有变名，对其处理类似于一阶逻辑中的变元，而 ↓算子则类似于
量词，由此可以定义公式中变名的自由出现。将公式 φ中的所有自由变名的集合

记为 Free(φ)。
下面的命题说明了公式 [φ]↓sψ ↔ ↓s[φ]ψ（其中 s /∈ Free(φ)）是关于宣告和

↓算子的有效归约原则。

命题 11. 任给 L2公式 φ和 ψ，以及变名 s /∈ Free(φ)，公式 [φ]↓sψ ↔ ↓s[φ]ψ是有
效的。

证明. 任给模型 M、指派 g 和可能情形 w 使得 M, g,w |= [φ]↓sψ。由语义定义
可得 Mg,φ, g[ws ], w |= ψ。假设 M, g,w ̸|= ↓s[φ]ψ，则 M, g[ws ], w ̸|= [φ]ψ，因此

Mg[ws ],φ, g[ws ], w ̸|= ψ。由于 s ̸∈ Free(φ)，不难验证Mg,φ =Mg[ws ],φ故Mg,φ, [ws ], w ̸|=
ψ，矛盾。相反方向可类似证得。

由此可以得到图 3所示的公理系统 L2u。可以采用与证明 L1u完全性类似的

(L1u) L1u的所有公理和规则
(宣告与 ↓) [φ]↓sψ ↔ ↓s[φ]ψ，其中 s ̸∈ Free(φ)

图 3: 公理系统 L2u

方法将 L2u归约为 K45@↓，从而得到系统的完全性。在使用公理“公开宣告与
↓”进行归约时需要考虑边际条件。如果变名 s在公式 φ中自由出现，则可能需要

首先将约束变名 s易字以实现归约；采用类似于一阶逻辑中的前束范式方法可以

解决这个问题。相关细节此处从略。
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5 宣告须真的逻辑

本节探讨在宣告必须为真的语义设定下的混合公开宣告逻辑。语言 L1 和 L2

在该语义设定下的逻辑分别记为 L1t和 L2t。形如 [φ]@aψ的公式无法找到将宣告

消去的归约原则，使得寻找公理系统的难度增加。

将专名引入语言后，很自然地会考虑到间接宣告这一概念。公式 [φ]xψ 读作

“当 φ在 x所指称的情形下被宣告后，ψ（在现实情形中）为真”。将 L2 中经典

宣告算子（称为直接宣告算子）替换为间接宣告算子 [φ]x后得到的语言即 L3，该

语言下的逻辑记为 L3t。逻辑 L3t可以带来技术上的便利。文章将证明逻辑 L2t和
L3t 具有相同的表达能力。通过找到后者的可靠且完全的公理系统，就可以得到
前者的对应结果。

本节最后第 5.4节中将讨论技术上更复杂的逻辑 L1t。

5.1 逻辑 L2t

下面给出语言 L2（见定义 9）在宣告须真设定下的语义定义。

定义 12 (L2t语义). 任给模型M = (W,R, V )、指派 g 和可能情形 w ∈ W，公式

[φ]ψ的语义解释如下：

M, g,w |= [φ]ψ 当且仅当 如果M, g,w |= φ则Mg,φ, g, w |= ψ

其中Mg,φ = (W,RM,g,φ, V )与定义 10中相同，其他类型公式的语义解释也与定
义 10相同。

由此得到的逻辑记为 L2t。公式 φ中所有自由变名的集合仍然记为 Free(φ)。
以下结果值得讨论。

命题 13. |=L2t @iBa¬φ→ [φ]@iBaψ

上述命题中的有效式可以读作“如果主体在某种情况下相信非 φ，则当 φ在

该情形中被宣告后，主体将相信一切”。在 L2t语义中，假设 φ在主体相信其为假

的情况实际上是真的，则 φ被宣告后将导致主体产生冲突信念，从而令主体相信

一切。

命题 14. 任给 φ,ψ ∈ L2，x ∈ Nom ∪ Var和 s ∈ Var使得 s /∈ Free(φ)，如下结论
成立：

1. |=L2t [φ]x↔ (φ→ x)

2. ̸|=L2t [φ]@xφ↔ @x[φ]ψ

3. |=L2t [φ]↓sψ ↔ (φ→ ↓s[φ]ψ)
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根据上述结果，倘若公式 [φ]↓sψ中不含@算子且 s /∈ Free(φ)，则该公式可
归约为不含宣告算子的公式。不过由于宣告与@的归约原则的缺失，不足以形成
L2t逻辑的完整归约原则。因此难以通过归约的方法得到 L2t逻辑的公理系统。为
解决这一问题，下面首先引入逻辑 L3t并在第 5.3节重新探讨 L2t的公理化。

5.2 逻辑 L3t

尽管未能为宣告和@找到归约原则，这却并不意味着 L2t的表达能力严格强
于 H@↓。本节使用间接宣告算子替换直接宣告算子，并考察两者之间的关系，最
后给出混合间接公开宣告逻辑的公理系统。

将语言 L2 中的直接宣告算子替换为间接宣告算子，得到的语言记为 L3。其

准确定义如下：

定义 15 (语言 L3). L3公式由以下规则给出：

φ ::= p | i | s | ¬φ | (φ ∧ φ) | Baφ | [φ]iφ | [φ]sφ |@iφ |@sφ | ↓sφ

其中 a ∈ Ag，p ∈ Pr，i ∈ Nom且 s ∈ Var。语言中的约定如前。

当考虑 L3公式中变名的自由或约束时，[φ]s算子不构成对 s的约束。公式 φ

中自由变名的集合仍然记为 Free(φ)。
语言 L3在宣告须真设定下的语义定义如下：

定义 16 (L3t语义). 任给模型M = (W,R, V )、指派 g 和可能情形 w ∈ W，只需

要补充形如 [φ]iψ和 [φ]sψ公式的语义解释（其他同定义 12）：

M, g,w |= [φ]iψ 当且仅当 如果M, g, V (i) |= φ则Mg,φ, g, w |= ψ

M, g,w |= [φ]sψ 当且仅当 如果M, g, g(s) |= φ则Mg,φ, g, w |= ψ

其中Mg,φ = (W,RM,g,φ, V )与定义 10中相同。由此得到的逻辑记为 L3t。

命题 17. 令 x为一专名或变名，且变名 s /∈ Free(φ′)∪ Free(ψ′)∪ {x}。如果 L2公

式 φ和 ψ分别与 L3公式 φ′和 ψ′逻辑等值，则：

1. [φ]ψ与 ↓s[φ′]sψ
′逻辑等值；

2. [φ′]xψ
′与 ↓s@x[φ]@sψ逻辑等值。

由上述命题很容易得到如下推论。

推论 18. L2t与 L3t具有相同表达能力。即，

1. 任给 L2公式 φ，存在 L3公式 φ′使得对所有模型M、指派 g和可能情形 w，

M, g,w |=L2t φ当且仅当M, g,w |=L3t φ
′；
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2. 任给 L3公式 φ，存在 L2公式 φ′使得对所有模型M、指派 g和可能情形 w，

M, g,w |=L3t φ当且仅当M, g,w |=L2t φ
′。

逻辑 L3t中可以得到完整的归约原则。

命题 19. 任给 L3 公式 φ、ψ 和 θ，主体 a，命题变元 p和 x, y ∈ Nom ∪ Var。令
s ̸= x且 s /∈ Free(φ)。则如下公式都是 L3t的有效式：

1. [φ]xp↔ (@xφ→ p)

2. [φ]xy ↔ (@xφ→ y)

3. [φ]x¬ψ ↔ (@xφ→ ¬[φ]xψ)
4. [φ]x(ψ ∧ θ) ↔ ([φ]xψ ∧ [φ]xθ)

5. [φ]xBaψ ↔ (@xφ→ Ba[φ]xψ)

6. [φ]x@yψ ↔ (@xφ→ @y[φ]xψ)

7. [φ]x↓sψ ↔ (@xφ→ ↓s[φ]xψ)
8. [φ]x[ψ]yθ ↔ [@xφ ∧ [φ]xψ]yθ

下面给出 L3t的其他一些有效式，有助于更好地理解该逻辑。

命题 20. 任给 L3公式 φ，主体 a，专名或变名 x和 y。则，

1. |=L3t x→ [x]y(φ→ Baφ)

2. |=L3t [@xφ]yψ ↔ (@xφ→ ψ)

对于第一条有效式，宣告真实情形将所有其他（虚假）情形全都排除，这样的宣

告起到的效果是真实信息全都被相信。至于第二条有效式，首先，@x的跳转使得

间接宣告算子 [@xφ]y中的 y不起作用；其次，@xφ如果在某个可能情形下为真，

则在所有可能情形下都为真，在宣告须真语义设定下不会引起模型更新。

将命题 19中的归约原则添加至 H@↓的公理系统 K45@↓（图 1），就得到了
L3t的公理系统 L3t，如图 4所示。

(K45@↓) K45@↓的所有公理与规则
(间接宣告与命题变元) [φ]xp↔ (@xφ→ p)

(间接宣告与名字) [φ]xy ↔ (@xφ→ y)

(间接宣告与否定) [φ]x¬ψ ↔ (@xφ→ ¬[φ]xψ)
(间接宣告与合取) [φ]x(ψ1 ∧ ψ2) ↔ ([φ]xψ1 ∧ [φ]xψ2)

(间接宣告与信念) [φ]xBaψ ↔ (@xφ→ Ba[φ]xψ

(间接宣告与@) [φ]x@yψ ↔ (@xφ→ @y[φ]xψ)

(间接宣告与 ↓) [φ]x↓sψ ↔ (@xφ→ ↓s[φ]xψ
(叠置间接宣告) [φ]x[ψ]yθ ↔ [@xφ ∧ [φ]xψ]yθ

图 4: 公理系统 L3t（其中 s ̸= x且 s ̸∈ Free(φ)）
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命题 21 (L3t可靠性). L3t是可靠的，即由 ⊢L3t φ可得 |=L3t φ。

证明公理系统L3t完全性的途径是将其归约为已知可靠且完全的系统K45@↓。
具体方法类似于第 4.1和 4.2节的完全性证明。下面列出关键的定义与引理，但省
略具体细节。

定义 22 (L3到H(@, ↓)的翻译). 定义 t : L3 → H(@, ↓)如下（其中 a ∈ Ag，p ∈ Pr，
x ∈ Nom ∪ Var且 s ∈ Var使得 s ̸= x且 s ̸∈ Free(φ)）：

t(p) = p

t(x) = x

t(¬φ) = ¬t(φ)

t(φ ∧ ψ) = t(φ) ∧ t(ψ)

t(Baφ) = Bat(φ)

t(@xφ) = @xt(φ)

t(↓sφ) = ↓st(φ)

t([φ]xp) = t(@xφ→ p)

t([φ]xy) = t(@xφ→ y)

t([φ]x¬ψ) = t(@xφ→ ¬[φ]xψ)

t([φ]x(ψ ∧ θ)) = t([φ]xψ ∧ [φ]xθ)

t([φ]xBaψ) = t(@xφ→ Ba[φ]xψ)

t([φ]x@yψ) = t(@xφ→ @y[φ]xψ)

t([φ]x↓sψ) = t(@xφ→ ↓s[φ]xψ)

t([φ]x[ψ]yθ) = t([@xφ ∧ [φ]xψ]yθ)

定义 23. 复杂度函数 c : L3 → N递归定义如下：

c(p) = c(x) = 1 c(φ ∧ ψ) = max(c(φ), c(ψ)) + 1

c([φ]ψ) = (5 + c(φ)) · c(ψ) c(¬φ) = c(Baφ) = c(@iφ) = c(↓sφ) = c(φ) + 1

引理 24. 任给 L3 公式 φ、ψ 和 θ，命题变元 p，主体 a，专名或变名 x和 y 以及

变名 s使得 s ̸= x且 s /∈ Free(φ)。则，

1. 若 ψ是 φ的子公式，c(φ) ≥ c(ψ)

2. c([φ]xp) > c(@xφ→ p)

3. c([φ]xy) > c(@xφ→ y)

4. c([φ]x¬ψ) > c(@xφ→ ¬[φ]xψ)
5. c([φ]x(ψ ∧ θ)) > c([φ]xψ ∧ [φ]xθ)

6. c([φ]xBaψ) > c(@xφ→ Ba[φ]xψ)

7. c([φ]x@yψ) > c(@xφ→ @y[φ]xψ)

8. c([φ]x↓sψ) > c(@xφ→ ↓s[φ]xψ))

9. c([φ]x[ψ]yθ) > c([@xφ ∧ [φ]xψ]yθ)

引理 25. 对任意 L3公式 φ，均有 ⊢L3t φ↔ t(φ)。

定理 26 (L3t完全性). 任给 L3公式集 Φ和公式 φ，如果 Φ |=L3t φ，则有 Φ ⊢L3t φ。

5.3 逻辑 L2t的公理系统

在上节给出 L3t的公理系统后，本节重新探讨逻辑 L2t的公理系统。思路是
利用命题 17将公理系统 L3t使用语言 L2加以改写。
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定义 27. 翻译 τ : L2 → L3定义如下（其中 s为不出现于 [φ]ψ中的某个变名）：

τ(p) = p

τ(x) = x

τ(¬φ) = ¬τ(φ)

τ(φ ∧ ψ) = τ(φ) ∧ τ(ψ)

τ(Baφ) = Baτ(φ)

τ(@xφ) = @xτ(φ)

τ(↓sφ) = ↓sτ(φ)

τ([φ]ψ) = ↓s[τ(φ)]sτ(ψ)

任给 L2公式 φ，τ(φ)是它在语言 L3中的改写。类似地可以定义从 L3到 L2

的改写函数 ρ。然而，ρ必须被小心处理。简单地说，任给某个 L3公式，其所有

形如 [φ]xψ的子公式都必须被替换为 ↓t@x[φ]@tψ，其中 t是未在该公式内自由出

现的新变名。下面给出具体定义。

定义 28. 翻译 ρ : L3 → L2定义如下：

ρ(p) = p

ρ(x) = x

ρ(¬φ) = ¬ρ(φ)

ρ(φ ∧ ψ) = ρ(φ) ∧ ρ(ψ)

ρ(Baφ) = Baρ(φ)

ρ(@xφ) = @xρ(φ)

ρ(↓sφ) = ↓sρ(φ)

ρ([φ]xψ) = ↓t@x[ρ(φ)]@tρ(ψ)

其中 s是不在 [φ]xψ中出现的某个变名，t是新的变名。

需要注意的是，上面定义的 ρ翻译实际使用过程中最好从极小子公式开始逐

步进行改写，而不是从公式最外层开始，否则机械地来讲可能会出现违背 t是新

变名要求的情况。

命题 29. 任给 L2公式 φ, |=L2t φ↔ ρ(τ(φ))。

使用改写规则可以将公理系统 L3t转化为 L2t的公理系统 L2t（图5）。

(L3t) L3t中公理与规则的翻译
(CT) φ↔ ρ(τ(φ))

图 5: 公理系统 L2t

L2t的可靠性与强完全性可以通过改写技巧证得。这里省略具体细节，仅通
过图 6说明证明的过程（注意需要从左上方经过下方迂回到达右上方）。

5.4 逻辑 L1t

最后回到语言 L1，在宣告须真的语义设定下加以考察，具体语义定义同定义

12，由此得到的逻辑记为 L1t。第 4节已经证明了逻辑 L1u与逻辑 H@具有相同
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Φ |=L2t φ +3

��

Φ ⊢L2t φ

τ(Φ) |=L3t τ(φ) +3 τ(Φ) ⊢L3t τ(φ) +3 ρ(τ(Φ)) ⊢L2t ρ(τ(φ))

KS

图 6: L2t完全性证明流程图

的表达能力，然而那是在宣告可假的语义设定下。要求宣告须真时，未能为宣告

与@算子找到归约原则。至于 L1u的表达能力是否严格强于 H@也尚未明朗。本
节将致力于给出一个可靠且完全的公理系统。

下面是 L1t的一些有效式，他们的相似版本此前在其他逻辑中已有讨论（参
见命题 13和 20）。

命题 30. 如下 L1公式都是 L1t的有效式：

1. @iBa¬φ→ [φ]@iBaψ

2. B̂ai→ [i](Baφ↔ φ)

3. [@iφ]ψ ↔ (@iφ→ ψ)

L1t的公理系统 L1t可在公理系统K45@的基础上增加额外公理和规则得到。
为使行文简介，将@i1 [ψ1] · · ·@ik [ψk]缩写为

−→
[ψ]i

k

，并将@i1⟨ψ1⟩ · · ·@ik⟨ψk⟩缩写
为

−→
⟨ψ⟩i

k

。L1t的额外公理与规则列举如下：

Dual −→
⟨ψ⟩i

k

@iφ↔ (
−→
[ψ]i

k

@iφ ∧ −→
⟨ψ⟩i

k

@i⊤)

Dual(∗) −→
⟨ψ⟩i

k

@i⟨φ⟩ψ ↔ (
−→
⟨ψ⟩i

k

@iφ ∧ −→
⟨ψ⟩i

k

@i[φ]ψ)

Perma @iφ→ −→
[ψ]i

k

@iφ，其中 φ是命题公式

AT −→
⟨ψ⟩i

k

@i⊤ ↔ −→
⟨ψ⟩i

k−1

@ikψk

AC −→
⟨ψ⟩i

k

@i(φ ∧ ψ) ↔ (
−→
⟨ψ⟩i

k

@iφ ∧ −→
⟨ψ⟩i

k

@iψ)

Agree′ −→
⟨ψ⟩i

k

@iφ↔ −→
⟨ψ⟩i

k

@j@iφ

Bridge′ (
−→
⟨ψ⟩j

k

@jψ ∧@iB̂aj) →
−→
[ψ]i

k

@iB̂aψ

Keep −→
⟨ψ⟩i

k

@iB̂aj → (
−→
⟨ψ⟩j

k

@j⊤ ∧@iB̂aj)

NA 由 φ推出 [ψ]φ

Name 由 i→ φ推出 φ，其中 i ̸∈ φ

Paste 由 (
−→
⟨ψ⟩i

k

@iB̂aj ∧
−→
⟨ψ⟩i

k

@jφ) → ψ推出
−→
⟨ψ⟩i

k

@iB̂aφ→ ψ，其中 j ̸= i

且 j 不在
−→
⟨ψ⟩i

k

φ或 ψ中出现。
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上述公理系统中的某些公理可以使用更简单的公理替代。例如 Agree′ 可以换成
Agree（图1），通过 Agree、NA、K[ ]、N@和 K@可以推出 Agree′。

L1t的可靠性不难验证。L1t的强完全性可以通过修改 K45@的完全性证明
以包含宣告算子的情形而加以证明。类似于将 [4,第 7.3节]和 [2]中的方法相叠
加，具体证明过于枯燥和烦复，本文从略。

6 结语

本文探讨了混合公开宣告逻辑，这并不是公开宣告逻辑和混合逻辑的简单拼

凑。在此逻辑中可以选择宣告须真和宣告可假两种语义设定，且易于探讨直接宣

告和间接宣告这两种行动。文章采用了有别于文献 [9]中的处理方法，并相信这
一做法更好地遵守了公开宣告逻辑和混合逻辑各自的传统。

文章讨论了三个语言 L1、L2和 L3，其中 L3源于引入间接宣告这一概念。依

据是否允许进行假宣告，文章选择性地考察了五个逻辑，即 L1u、L2u、L1t、L2t
和 L3t，分别给出它们的公理系统。此外，文中虽未准确定义，但已经在很大程度
上对比了有关逻辑的表达能力。具体结果如下图所示，其中：(1)三横线（含实线
和虚线）所连接的两个逻辑表达能力相同；(2)箭头（含实线箭头和虚线箭头）所
指向的逻辑其表达能力强于箭头出发处的逻辑；(3)实线所连接的两个逻辑的表达
能力对比由直接结论（主要是归约原则）得到，而虚线表示作为推论得到；(4)标
有问号的箭头表示相应的表达能力对比关系尚未得到证明，这些将留待未来加以

完成。

L1t L1u //
?

o o L2u L3t L2t

H@ //
?

dd

H@↓

细心的读者已经发现，本文仅选择探讨了五个混合公开宣告逻辑（表 1）。未
加讨论的有逻辑 L3u、语言H([ ]x,@)及其在两种语义设定下的逻辑，它们分别又

有什么特点？本文并未选择穷尽所有这些逻辑，探讨逻辑 L3t主要是为了将其公
理系统改写为逻辑 L2t的公理系统。间接宣告算子 [φ]x值得进行更多的研究，我

们已将其作为后续工作。

本文只考虑了个体信念，在此基础上考察群体信念是值得在未来去尝试的工

作。文献 [9]中所采用的方法，即通过删除可能情形来解释宣告的做法可能更适
合于模拟 S5知识。探讨基于知识模型的混合动态认知逻辑将是后续任务之一。
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Hybrid Logic of Public Announcements
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Abstract

In this paper, we study the combination of hybrid logic and public announcement
logic. We adopt the “link-cutting” semantics based on K45 models to prevent nominals
from losing denotation. We investigate both classical and indirect public announcements
in this new setting. We also consider logics with only truthful announcements and those
allowing false ones. Five logics based on three languages interpreted over two semantics
are introduced. Their relative expressivity results and sound and complete axiomatiza-
tions are studied in the paper.
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