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实在论视角下的大基数

寇亮

摘 要：为集合论寻找新公理并为其提供辩护是集合论哲学的重要课题，大基数公理

是新公理的备选项之一。目前对大基数的辩护主要分为两种：外在辩护和内在辩护。外

在辩护从丰富性和实用性角度出发为大基数做辩护，但它对大基数辩护的成效不足以

令实在论者满意。接受高阶无穷的实在论者希望基于集合概念的本质为大基数做更充

分的辩护，即为大基数做内在辩护。本文从一种实在论的逻辑观出发，讨论接受高阶无

穷的实在论者为大基数做内在辩护的原因，并尝试说明实在论视角下为大基数辩护的

具体可能性。
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1 引言

大基数1是当代集合论研究中的一个重要领域。对大基数的研究开始于豪斯道

夫（F. Hausdorff）对正则的极限基数的研究，他发现这样的基数必须满足 κ = ℵκ，
因此是直观上相当“大”的基数；又因为“ZFC+存在这样的基数”能证明 ZFC
一致，故而其一致性强度比 ZFC更强。2随着大基数理论的发展，大基数根据一致

性强度形成了一个含有一定秩序的谱系，一些有较强一致性强度但并不断言特定

基数存在的命题也被统称为大基数。3

为集合论寻找 ZFC之外的新公理并为其辩护是哥德尔纲领的一部分，而大基
数恰好是哥德尔纲领在现代集合论中的重点考虑对象，故而有时大基数也被称为

大基数公理。哥德尔（K. Gödel）在其《什么是康托尔的连续统问题》一文中最早
同时引入了内在辩护和外在辩护。公理能够获得外在辩护，如果其具有数学上的

成功性，其中成功性指：“其成果的丰富性，特别是‘能证实的’成果（的丰富性），
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1一个序数 κ是基数当且仅当 |κ| = κ。
2大基数有时并不指其为很“大”的一个基数，而单指它的一致性强度很强，例如 0♯。我们说大基数 A比 B强，

若在 ZFC+A中能证明 ZFC+B一致。
3例如，莱因哈特基数（Reinhardt cardinals）。
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即，不使用新公理能证的那些成果，却在新公理的帮助下能异常简洁且容易发现，

还能把许多不同的证明压缩成一个”。（[9]，第 521页）
与外在辩护对应的是同时引入的内在辩护。哥德尔认为，有一些公理是内在

必要的（intrinsically necessary），我们要引入的新公理可以“仅仅展开了……集合
概念的内容”（[9]，第 518页）就得到辩护。更具体一点，哥德尔指出，我们应该
寻找那些“断言‘……的集合’运算的更远迭代存在的新公理”，集合就是“那些

从整数（或其它良定义的对象）通过迭代应用‘……的集合’运算得到的东西”。

更具体地，哥德尔在未发表的《数学基础的现状》中指出，“假设集合的公理系统

（ZF）达到了终点……是错误的。因为，在系统中所有出现的类可以被看作一个新
的对象的域，且被用来作为一个新的起点，来创造出更高的类型（type）”。（[8]，
第 46–48页）
考尔纳（P.Koellner）在其《集合论基础——寻找新公理》中总结道，“简单地

讲，对新公理的基于集合迭代观念的内在辩护指表明新公理只是展现了集合这个

观念的内涵。相反，对集合的外在辩护则着眼于别的特征，诸如丰富成果或与其它

公理的结构性关系。”麦蒂（P.Maddy）在其《为公理辩护》中，将内在辩护总结为
自明的、直观的，是“集合这个概念”的一部分，而外在辩护是有效的（effective），
丰富的（fruitful）和富有成果的（productive）。

根据上文提到的哥德尔本人的陈述与考尔纳、麦蒂对内在辩护的粗略概括，不

难发现，粗略地讲，所谓内在辩护，是基于集合这个概念本质的辩护；而外在辩

护是基于数学结果丰富性的辩护，是一种出于当下数学实践实用性的辩护。这两

种都是为潜在新公理的辩护。

至此，足以引出第一个问题：数学需要 ZFC之外的新公理吗？为什么我们要
寻找新公理？如果数学不需要 ZFC之外的新公理，那么显然所有目前所有已知的
独立性命题都已经处于“被解决了”的状态：答案就是，ZFC既不能证明它，也
不能证否它。而若持有这样的观点，又难以回答为什么将 ZFC作为数学证明的出
发点，而不将 PA作为出发点。若仅将随意选择的一族语句作为公理，记录下它们
的逻辑后承，那么，为什么不将所有的符号串都记录下来（将一族矛盾的语句作

为公理）？事实上，ZFC为何是不同于其它符号串的公理，即“数学是否需要一个
标准的公理系统作为基础”也是一个难题。

另一个问题是：若外在辩护和内在辩护是某些集合论学家相信大基数一致性、

甚至相信它存在4 的理由，那么似乎内在辩护并非对任意哲学观有着相同的说服

力。因为，“内在辩护”的提法似乎对非实在论者而言是荒谬的：由于集合宇宙并

不是客观存在的，因此我们甚至不知道如何讨论集合概念的本质。

上面由大基数公理的辩护所引出的两个问题，本质上都与如何理解公理有关，

4如前文所述，有些大基数断言某个集合存在，而有些大基数仅仅是一个一致性强度较强的断言。
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因而是与数学和哲学均密切相关的问题。本文试图从一种特别的实在论视角回答

上述两个问题。第一个问题，需要阐释这种实在论视角下如何看待集合论研究的本

质；第二个问题，需要阐释这种实在论视角下如何看待大基数内在辩护的可行性。

2 数学中的实在论与反实在论

传统上，经典的数学哲学依据不同的哲学主张被分为逻辑主义、形式主义、直

觉主义，一言以蔽之，它们主要讨论以什么样的方法来处理元数学问题。5因此，

它们主要聚焦于数学基础问题。20世纪 50年代左右，伴随着公理化集合论的发
展和数学危机的解除，数学家们逐步开始远离数学基础的讨论。由此，传统的哲

学问题逐步在数学哲学讨论中崭露头角。比如，传统哲学中最经久不衰的关于存

在的讨论在数学哲学中再次复兴。（[20]，第 13页）即，对数学而言，真正存在的
只有具体的殊相，还是共相也是独立于人意识的存在？这大约对应着数学哲学的

存在论问题：数学对象是什么？它们是独立于人心之外的存在吗？由这个问题又

引发了知识论的讨论，即数学知识是如何获得的？

一些哲学家坚持数学对象是人心之外独立存在的抽象对象。显然，数学对象

不与任何殊相对应，因此这大约对应着承认共相存在。这种观点被称为数学实在

论或数学柏拉图主义。另一些哲学家则认为，数学对象并不是这些抽象对象，这

样的观点被称为反实在论或反柏拉图主义。在巴拉古尔（M.Balaguer）的著作《数
学中的实在论与反实在论》中，他这样刻画实在论与反实在论：（[2]，第 5页）

1. 数学中的实在论指：

(a) 存在诸如数这样非时空的、独立于我们的数学对象；
(b) 数学理论是在描述这样的对象。

2. 数学中的反实在论指：

(a) 不存在抽象对象；
(b) 数学理论需要其它解释。

但是，实在论与反实在论对概括当代数学哲学中的不同观点仍显不足。例如，

林内波（Ø. Linnebo）在 [14]中将柏拉图主义划分出对象实在论和真值实在论；麦
蒂（P. Maddy）甚至曾将“柏拉图主义”一词用于描述将数学还原为物理对象的物
理主义。（[15]）柏拉图主义内，对数学对象的辩护也截然不同。比如，蒯因（W.
V. Quine）和普特南（H. Putnam）提出的不可或缺论证被视为对实在论的一大支
持，这也意味着这种实在论事实上只接受所谓对科学有用的数学对象。反实在论

5典型的元数学问题包括：数学合理性来源的问题、算术的一致性问题、一个数学系统的完全性问题等等。
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所指涉的内容则更加广泛：它涵盖了从自然主义到物理主义等等不同层次的哲学

观点。

在 [26]以及 [33]中，王浩曾采纳哥德尔的建议，以所接纳数学对象由弱到强
的线性关系分析各个数学哲学的学派：

……在这个大跳跃6后，一些熟知的问题，如潜无穷与实无穷、构造

与描述、直谓与非直谓定义、可数与不可数集合、强无穷性公理等等，才

以现在的形式出现……

一旦……承认了无穷多的数，我们就立即面临着希尔伯特的有穷主

义、布劳威尔的直觉主义和古典数论之间争论的根本内容。下一步的扩

张是……考察任意（不可数多的）数集……再考虑这些集合的集合，它

们的集合，等等，则导致任意集合。这个简略的概括，大约说明了不同

领域之间人们熟知的现有分歧的主要特色。（[33]，第 275页）

这样的划分按照所接受无穷的强弱来进行，因而对这些不同强度的无穷对象的接

受程度构成了数学哲学观的一个自然分层。例如，若只接受极为狭窄的有穷对象，

并认为其本质是对真实存在的物理对象的抽象，那么这大约对应着一种严格有穷

主义的数学哲学；若接受自然数到实数之间的数学对象则可能对应着直觉主义数

学哲学以及蒯因的实在论；而若接受高阶无穷对象，即大基数的数学哲学，则对

应着一种强实在论。对不同程度无穷对象的接受与否还对应着可接受的数学系统

强弱，例如严格的有穷主义可能仅接受原始递归算术的部分片段，蒯因的实在论

至少能接受二阶算术，而强实在论不仅接受 ZFC，也接受大基数公理。
正如第一节谈到的那样，为接受高阶无穷对象，哥德尔建议考虑内在辩护和

外在辩护两种辩护策略，为大基数公理做辩护。这是一种基于接受高阶无穷的实

在论7所提出的策略，因为反实在论者或者连 ZFC强度的数学系统也不能接受，或
者认为为大基数公理寻找内在辩护是荒谬的。8对他们而言，根本没有一个确定的

“集合概念的本质”，或者说，谈论作为抽象对象的”集合“的本质是荒谬的。

内在辩护的另一个难点是所谓贝纳塞拉夫问题，这是由贝纳塞拉夫（P. Be-
nacerraf）于 [3]一文提出的、针对实在论的疑难，其原始论证包含了“因果关系”
这一条件。对因果关系的更进一步的解释不在本文试图讨论的范围内，我们讨论

弱版本的贝纳塞拉夫问题，其论证大致如下：

1. 对 X 而言，为获得 S 的知识，需要解释我们对 S 的认识机制；

2. 数学对象是时空之外的对象；
6此处指有穷的数到无穷的数之间的跳跃。见 [33]，第 272–274页。
7后文中提到的实在论一词，将特指接受高阶无穷的实在论。
8例如，对形式主义而言，那些无矛盾的公理系统的所能推出的结论比系统本身更有意义，对于数学实践而言，

ZFC更受到数学家的广泛认可，因而是一个地位不同寻常的公理系统。可参考 [23]。



寇亮 实在论视角下的大基数 107

3. 人是生活在时空中的；
4. 时空中的人如何认识时空之外的数学对象，这个认识机制是不明的；
5. 因此，若数学知识是抽象数学对象的知识，那么我们不可能获得这些数学对
象的知识。

由本节的分析可以发现，为大基数公理辩护是一项实在论者提出的任务。特

别地，为大基数公理提供内在辩护是仅对实在论者有意义的一项任务，但它的难

点有二：其一，说明为什么“集合概念的本质”对实在论者为大基数提供辩护而

言有突出的意义，其二，部分处理贝纳塞拉夫问题。这也对应着第一节的末尾所

提出的两个问题。我们将在下面几节处理这两个问题。

3 实在论视角下的集合论

本节我们将试图说明，实在论视角下，对“集合概念本质”的探究对大基数

的辩护而言是有意义的，并且这种意义并非仅由于实在论者将“集合”这种抽象

对象毫无根据地统统看作实际存在的数学对象，而是源自于一种独特的实在论意

义下的逻辑观。这需要解释这种实在论视角下的集合论研究和通常对集合论的理

解有何不同。要解释实在论视角下的集合论研究，一个自然的困难是解释集合论

研究与哲学研究之间的关系，因为通常的观点认为，集合论是纯粹数学的一部分，

它是价值无涉或哲学无涉的。数学哲学对集合论的兴趣，仅仅源自所有的数学都

可以还原为集合论。我们选择从逻辑、哲学、集合论三者的关系作为切入口。

集合论为什么是逻辑学的一部分？逻辑学又为什么会和哲学有联系？这是两

个令人困惑的问题。按照流行的对逻辑学的理解，人们9或者将逻辑理解成纯粹的、

空洞的、没有任何内容的形式：

逻辑之所以是形式的,是因为它的语言是由纯粹的符号构成的,在未
经解释以前,它的词项不实际地指称任何对象,因此它的语句也没有真假
……在任何解释下都真的这类语句以及语句间的这类关系被称为‘逻辑

形式’,它们被认为是逻辑学的主题,逻辑在这个意义上是形式的。（[30]，
第 49页）

人们熟知的对逻辑的题材的刻画，起头便是赞同逻辑真理包含而且

只包含有效的命题，有效的意思是说，不管那些概念和课题在现实世界

里是怎样的，这些命题都真。逻辑概念或逻辑常项因此便是有效的命题

中出现的那些基本的或不可替代的概念。（[33]，第 19页）

或者将逻辑作为某些哲学思考的工具，例如使用时态逻辑来刻画对时间相关

的推理，从而在逻辑框架下讨论一些哲学命题；又如普兰丁格（[19]）利用模态逻
9包括绝大部分近现代哲学家（例如康德），以及绝大部分没有接受任何逻辑学教育的普通人。
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辑系统进行神学论证，等等。从前者的观点看，集合论和逻辑的唯一关系是它使

用了一阶语言，因此，显然集合论不是逻辑；从后者的观点看，集合论不是在刻

画任何哲学家关心的诸如“时间”、“认知”这样的概念，因此不是逻辑。总而言

之，这两种逻辑观下，我们很难看出为什么集合论被称为逻辑的一部分。

从上述逻辑观出发，逻辑与哲学的关系使得哲学变得有些岌岌可危。古希腊

时代，哲学家和智者被截然分开，而这种逻辑观下的哲学工作似乎更接近智者学

派对诡辩术的操弄：若逻辑是一种纯粹哲学无涉的工具，那么我们可以利用逻辑

得到几乎任意形态的哲学结论。例如，任意刻画一种关于时态的逻辑，都可利用

此种“时态”观点下的逻辑推论来“证明”一些哲学观点；我们可以寻找各种理

由，利用一套精心挑选的符号系统，为一些哲学观点做辩护。

因此，即便集合论可被在学科分类上勉强被划归逻辑，集合论的结果和其它

逻辑工具的结果没有什么不同，都仅被用来为某些特定的哲学观点做辩护——有

时甚至会出现对同一定理的不同解读。这样看来，利用不同的工具讨论同一问题

下的不同观点似乎就是哲学的课题，哲学当然也就成了与真理无关的学科，成为

了诸多看似合理的理论辩论的赛场。也正因为如此，王浩才会对哲学做出如下的

评论：

我之所以对哲学里歧见纷呈一事耿耿于怀，无疑与这种背景大有关

联。且看：多数数理逻辑专家专注于同一题目的不同部分，而哲学家们

却在回答同一个问题时，做出相互抵牾的结论。（[33]，第 26页）

与这种工具论的逻辑观非常相似一种论调是：数学的全部作用就是其在诸科

学领域的应用。这种论调显然表明，逻辑学或数学这种学科本身没有任何价值，而

这显然不符合历史上两门学科的真实境况：

对经验主义者而言，逻辑的作用是让我们做推理。它不是去陈述命

题，而是从一些命题过渡到另一些命题。对理论思想者而言，承担这样

的推理（或蕴含）的命题也有其自身的兴趣。（[33]，第 347页）

不仅如此，这种逻辑观显然也无法解释为什么逻辑学在历史上与哲学关系如

此紧密，这种紧密程度远超同样可以作为工具的其他具体科学：亚里士多德的形

而上学正是基于《前分析篇》之中的逻辑学；黑格尔的逻辑学是他形而上学的中

心；哥德尔等同时研究逻辑学和哲学等等。

本文的目标不是讨论哪一种逻辑观更为合理，但我们不得不指出，从另一种

逻辑观，我们能轻松地理解为什么集合论是逻辑。这种逻辑观认为，逻辑学的研

究目标是发现逻辑空间之中的客观规律，就像物理学的研究为了找出物理空间中

的客观规律一样。这种规律是概念本身和概念之间关系的规律，就像物理规律描

述的是物理对象本身和物理对象之间关系的规律。这种视角下，一种独特的实在
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论可持有这样的观点：所谓实在论者，正是认为存在着这样非时空对象以及它们

的规律的人。显然，哥德尔正是持有这样的逻辑观，也正是这样的实在论者。他

依据这样的逻辑观将集合论自然地划归为逻辑学的一部分：

数学客体被给予我们，不像物理客体那样直接。它们是介于理想世界

和经验世界之间的某种东西，是极限的情形，是抽象的。客体在空间之中

或接近空间。集合是时空客体的极限情形……集合是准时空性的。（[33]，
第 328页）

毫无疑问，逻辑学的研究对象是形式的东西。但这并不意味着逻辑研究的对

象毫无内容、脱离对象的，而是意味着客观性和普遍性：

逻辑是形式的东西的理论。它包括集合论和概念论。初等（或谓词）

逻辑、非初等逻辑和集合论之间的区别是主观的区别。主观的区别依赖

于心灵特殊的情形。形式的东西与心灵无关……初等逻辑是有穷心灵的

逻辑。你若有了无穷的心灵，你便有了集合论。（[33]，第 347页）

这种逻辑观下，逻辑不仅只是工具，逻辑学本身更接近一门描述性的科学——

尽管它所描述的规律并非从感觉观察中直接获得。按照哥德尔：

哲学的目的不是从无中证明一切，而是把所有清晰可见的东西——

包括概念的关系——都假定为被给予的，就像形状和颜色，它们来自感

觉但无法从感觉中导出。实证主义者企图从无中证明一切……结果，观

察便起着过大的作用。（[33]，第 402页）

与此同时，我们还可以解释逻辑与哲学为何有着超乎任何具体科学的亲密性。

逻辑是我们思想时所必须接受的内容，这并不是因为它是某种人为约定的规则或

者工具，而因为它是最一般的关于概念的知识，因而事实上是我们思考任何具体

概念的框架。它是所有信念之中最坚实、最具有普遍性的信念，因此对于依赖理

性进行概念演绎的哲学而言，逻辑当然是其最为基础、最为纯粹的一个部分，而

非仅仅只是工具。王浩就曾断言：

关于逻辑和哲学的关系，说得不那么抽象一点则可采取如下的观点：

哲学作为世界观，其目的乃是捕捉和描画我们的内部资源的一般的和综

合的框架，借助于内部资源，我们接受、消化和解释我们关于世界和关

于我们自身的所有思想。照这样的想法，逻辑组成了哲学的一个主要部

分，甚至可以等同于所谓的纯哲学。（[33]，第 22页）

因此，逻辑学的诸多结果和这些结果之间的关系本就是哲学论证的一部分，自

然谈不上是一种工具。因此顺理成章地，逻辑之中的结果、各结果之间的比较、可
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能结果的取舍自然也就是哲学论证之中最为有力的证据10。例如，如果数学哲学

需要回答数学是否依赖于人的心灵，那么我们的一个可靠的方法便是依据集合论

的结果，比较诸多的可能情况，以此判断是否集合宇宙依赖人的心灵。从这个意

义上看，逻辑、集合论、哲学三者才能真正是一体的。

4 实在论视角下的大基数问题

在这样的逻辑观和实在论视角下，集合概念是一个需要被探索的非时空中的

概念，我们对它探索的结果决定着它唯一地存在或是不唯一地存在或是根本不存

在。如果对集合概念的探索说明它的确存在，那么，它显然是独立于我们的心灵

存在的抽象对象，且集合论的目标就是探索关于集合概念的基本规律。由此，大

基数之合理性问题所需要的，并非构造一系列理论从而为大基数做辩护11，而是

观察集合概念的本质，探索大基数是否是它的一部分。因此，对大基数的辩护等

同于对大基数的内在辩护，或等同于探索集合概念的本质。这实际对应了一个关

于集合概念的猜想：

存在一个独立于我们心灵的集合宇宙 V，在其中有大基数。

并且，这只是对集合宇宙结构的诸多基于直观的猜想中的一个。这些猜想的

正确与否，需要集合论内部的理由作为支撑，也就需要我们考察哪些定理支持或

反对这个猜想。从寻找这些理由的框架、过程来看，我们并非在寻找一般意义下

的辩护（justification），而更像在进行一场一般科学研究之中的科学实验——尽管
我们的研究并不是经验性的。因此，我们在寻找的是证据（evidence），或者在寻
求对我们假设的解释（explanation）。
直观上，我们相信那个独立于心灵的集合宇宙应该足够丰富、应该是不可简

单定义的、其中应该有大基数……那么，我们要如何寻找这些信念的证据？显然，

根据我们前文对逻辑和哲学关系的解释，证据不在集合论之外，证据就在、也只

能在集合论之内。集合论的定理和定理之间的相互联系正在告诉我们集合宇宙是

什么样的。

然而，集合论的定理并不能直接“证明”集合的宇宙之中存在大基数。不能

直接“证明”集合的宇宙之中是否存在大基数有多种原因：

10必须指出，将逻辑作为工具和将逻辑学的结果作为证据有着本质的不同。因为，将逻辑作为工具时，我们或

者依据特殊的逻辑系统，或者依据逻辑规则进行推理。当依据特殊的逻辑系统时，我们只能依据逻辑学之外的理

由（通常这样的理由基于感觉经验）支持这个系统；当依据逻辑规则进行推理时，若从无出发，我们只能得到全

体重言式。而将逻辑学的结果，例如集合论的结果作为证据时，我们的所有依据都来自于逻辑内部。可见后文的

展开说明。
11例如，从对主流数学的实用性出发为大基数做辩护。又例如莱因哈特在 [22]中那样，构造一系列不自然的反

映原则为大基数之合理性做辩护。
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1. 显然，我们的证明不是无前提的，而是基于 ZFC的；
2. 在 ZFC中不能证明存在大基数，否则违背哥德尔第二不完全性；
3. 尽管由于哥德尔第二不完全性定理，ZFC无法证明自身的一致性，但 ZFC仍
被广泛接受为数学基础。

上述的第一条和第二条说明了现有的框架——ZFC——必然不可能证明集合
宇宙之中存在大基数，第三条说明了这个框架的打破面临极大的挑战。集合的宇

宙之中是否存在大基数，这不像一般的物理学命题那样容易通过数学计算来预测，

更无法通过一般科学实验之中的经验观察来检验：地球是否是圆的？我们飞上太

空观察即可。面对这些困难，如何论证集合的宇宙之中存在大基数？

基本的方法当然还是基于 ZFC，因为至少主流的数学实践接受 ZFC的所有结
论，并且，任何一个实在论者都会认可 ZFC是关于集合概念的基本事实——尽管
它还不足以以定理的形式直接告诉我们集合概念的本质。因此，我们可以比较诸

多的 ZFC的模型，判断哪个更加接近集合宇宙。12不仅如此，当我们比较 A、B、
C三个 ZFC的模型时，如果有理由说明 A模型更接近集合的宇宙，那么，A的结
构会告诉我们更多的、更本质的信息。借助这些信息，我们可以知道更多的集合

宇宙的正确信息——尽管哥德尔定理告诉我们，基于任何公理框架，我们都永远

不能知道全部。

5 实在论者如何可能为大基数辩护

正如上一节所言，我们现在需要比较 ZFC的诸多模型，探索 V 的本质，即看

哪一个更加接近真实的集合宇宙；或者比较 ZFC的诸多模型，看是否根本没有这
个真实的宇宙。现在的困难在于，我们如何知道哪个 ZFC的模型更接近集合的宇
宙？特别是，我们既无法通过经验观察得知集合宇宙的样貌，也无法直接通过 ZFC
证明集合宇宙究竟包含什么。这种情况下，什么样的集合论结果可以作为证据？

一种可能的做法是模仿具体的经验科学：每一门具体科学中猜想的验证，大致

过程包含提出假设和寻找蕴含这个假设成立的经验证据两个步骤。例如，我们假

设有月球存在且其表面凹凸不平，而我们可以寻找到许多经验事实证明这一点：在

天气条件适宜时，肉眼可观察到月亮，并且可以观察到它表面有黑点；在太空中可

以拍摄到月球照片，并且的确其表面凹凸不平；甚至可以直接宇航员登月，近距离

观察月球，证实其表面有大量坑洞……这些都是月球存在这一假设成立的证据。

12注意，这样的方法是合理论证方法的一个证据是，我们可能得出与“存在唯一的、不依赖于心灵的集合宇宙”

这个假设框架相反的结论。例如，我们也许会发现没有哪一个 ZFC的模型是足够独特的。即，我们的任何猜想都
具有可证伪性。再例如，我们可能会发现，没有任何证据表明集合宇宙具有某种深刻的规律，因而集合概念的本

质就是它不可能真实存在。
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近代科学之中，相对论即是一个很好的例子。爱因斯坦发现，仅根据光速不

变原理和等效原理，即可推翻牛顿的绝对时间观，并且这一推理从直观上看异常

简单。光速不变原理仅仅来自于简单的一个观察：麦克斯韦的理论证实光是一种

波，那么如果我们能和光并驾齐驱，按照牛顿时空观，光线在我们看起来应该是

完全静止的。这就意味着在运动者看来，光是凝固的波，而这似乎有问题，而在

麦克斯韦的理论中，光线总以同样的速度运动，不论我们以何种速度运动。因此，

麦克斯韦的理论和牛顿的理论相互矛盾。在假设光速不变原理的前提下，抛开爱

因斯坦的数学推导，只需直观上考虑：我们驾车以光速行驶，此时回头看背后的

钟表会发生什么？爱因斯坦立刻意识到，钟表看起来会是静止的，但自己的表却

正常运转，因此与牛顿的静止时空观不同，时间并不是绝对的，在宇宙不同的地

方，时间的速率不同。考虑驾车以光速追逐光线，会发生下面的矛盾：我们与光

跑了个并驾齐驱；但我们会觉得怎么都追不上这一束光。这种矛盾的原因也可以

用时间速率不同做出解释：由于速度达到光速，时间对于我们减慢了。

问题在于，是牛顿的理论对，还是光速不变原理对？有多个证据支持光速不

变原理：

1. 牛顿理论若要与麦克斯韦方程协调，则必须假设以太的存在（可见 [5, 6, 10]；
迈克耳孙-莫雷实验和各种现代的精确版本实验支持地球不存在相对于以太
的运动。

2. 如果光速确实是自然界的常数，那么通常的解决方案就是洛伦兹变换，而麦
克斯韦方程恰好的确遵循洛伦兹变换（[21]，第 210–213页；[16]）。

3. 洛伦兹变换下，有两种方式可以解释迈克耳孙–莫雷实验，一种是洛伦兹收
缩（[24]），一种是爱因斯坦的相对论。前者无法验证，而相对论却有实验观
测作为证据。例如，携带原子钟的实验证明，运动越快，时间就越慢。

4. 在牛顿的绝对时空理论下，引力不能很好地被纳入洛伦兹变换中，但广义相
对论可以很好地将引力纳入其中。13

不仅如此，在等效原理下，还可以推理出光必须在引力的作用下弯曲：考虑

在加速向上的火箭上打开手电筒，由于火箭向上加速而光束下落，引力必须会使

光弯曲 (可见 [7]，第 34章）。也有多个证据支持这一点：日食期间星光的弯曲、红
移现象以及水星的近日点。在拥有诸多证据的等效原理和光速不变原理下，牛顿

时空观被彻底颠覆。

不难发现，爱因斯坦理论是在多种证据下被逐步接受，而非依据空想而被接

受。其基本模式十分简单：观察到一些现象、做出一些假设、利用观测到的现象进

行验证。对集合宇宙的结构而言也是如此。我们用一些定理作为“数学现象”辅

13爱因斯坦 1915年的演讲和论文引入了引力场方程，其论文为德文写作。本文参考的材料为 [18]。
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助我们验证关于集合概念的假设。例如，我们有直观告诉我们：V 应该足够丰富，

其中存在大基数。

(a) 证据 1 (b) 证据 2

图 1: 集合宇宙结构的证据

那么，为寻找这一假设的证据，我们寻找一些蕴含大基数存在的命题，或者接

近大基数存在的命题。如果能在集合论中证明这些命题，那么当然它们就是大基

数存在的证据。如图1(a)所示。这种方法的一个良好示范即是终极 L猜想、HOD
猜想14和 V = HOD的关系。

所谓 HOD，指的是遗传序数可定义集的类。武丁发现，在一定的大基数假设
下，其满足二歧性（[28]）：

定理 5.1. 设 κ是可扩张基数。则：

1. 对任意 V 中的奇异基数 γ，γ在 HOD中也是奇异基数，并且 (γ+)HOD = γ+；

2. 所有大于 κ的正则基数都是 ω-强可测基数。

也就是说，在一定强度的大基数假设下，HOD或者非常接近 V，或者在 κ以

上离 V很远。并且假设存在可扩张基数，则 HOD中必然存在可测基数。据此，武
丁提出了 HOD猜想：{δ | δ是正则基数但不是ω-可测基数}是一个真类，即 HOD
的确十分接近 V。此外，武丁发现，HOD猜想有下列等价形式（[31]，第 127页）：

定理 5.2. 设 κ是可扩张基数，则下列等价：

1. HOD猜想成立；
2. HOD是 κ是超紧基数的弱扩张模型。

因此，如果 HOD接近 V，武丁证明，HOD是 κ的弱扩张模型。故而，在一

定的大基数假设下，HOD是一个包含了所有大基数的典范内模型。HOD到底有
多接近 V 呢？它到底是否呈现了集合概念的本质？基于此，武丁又提出了终极 L

猜想：假设 κ是可扩张基数，武丁猜想，存在模型 N 满足（[28]）：
14这是两个由集合论学家武丁（W. H. Woodin）提出的关于集合宇宙本质的猜想。



114 逻辑学研究 第 16卷第 2期 2023年

1. N 是 κ是超紧基数的模型；

2. N ⊆ HOD；
3. N |=存在Woodin基数的真类。

因此，如果 HOD猜想和终极 L猜想成立，那么 V = HOD，并且 HOD是超
紧基数的弱扩张模型。这表明，存在一个使得力迫失效的、包含所有大基数的典

范模型，并且它就是真实的集合宇宙。并且，终极 L猜想是一个算术命题，它必

然有一个确定无疑的真值。因此，上述两个猜想是 V = HOD这个信念的证据15。

故而，它们也是大基数存在的证据。

经验科学中还有另一种寻找证据的方法。图1(b)试图表明，有许多现象是除
了某种特定的理论外无法解释的。即除了特定理论外，再也找不到别的对证据的

合理解释：如果出现了结果 B，那么除了 A，再也没有其他合理的解释。这种证
据的形式亦类似于经验科学之中的实验。例如，我们想知道某种药物是不是有疗

效，通常的方法是进行双盲实验，即确保药物引起了身体的好转，而不是其它原

因造成了好转。换言之，A会造成结果 B，同时再没有其它条件会造成 B。
爱因斯坦的相对论中也有类似的情况，即除了假设成立，再也找不到其它的

合理解释（可参考 [32]；[29]，第 54–76页）：

1. 为什么必须承认速度越快时间会越慢？因为，即便没有实验支持的前提下，
在绝对时间观中，无法解释为什么我们和光束并驾齐驱，却在我们自己看起

来，我们根本无法追上光速这样的矛盾；即便使用调和牛顿理论和麦克斯韦

理论的以太，也无法解释这样简单的矛盾；相反，只有相对时间观，才能统

一两个现象。

2. 为什么必须承认光速不变原理？因为，即便没有实验支持的前提下，如果我
们可以与光速相对静止，那么无法解释为什么光是一种波，因为那样一来，

光会是凝固的波；如果承认以太，那么无法回答为什么光作为一种波可以在

真空中传播，因为真空意味着没有任何东西可以震动；相反，如果承认光速

不变原理，我们与光并驾齐驱，而在我们看起来由于时间静止，我们无法追

上光，因此光不再是凝固的波。

事实上，这样的情况在数学中常常发生。描述集合论对可决定性公理（AD）
的研究即为一例。由于 AD与选择公理相矛盾，集合论学家一度试图证明 AD是
错的。一个思路是证明较简单的实数子集：波莱尔集上 AD就是错的，但最终集
合论学家发现无法构造出这样的反例。以马丁（D. Martin）对这个问题的探索为

15说一个“猜想”是一个“信念”的证据听起来很奇怪，有点像某个假说是另一个假说的证据，似乎是循环。但

终极 L猜想不是一个随意的猜想，是有诸多数学结果做支撑的一个猜想。并且这个猜想的反面有诸多定理暗示有

可能不成立。同时，最近的一篇论文（[1]）显示，这个猜想还可能是不成立的，因此具有可证伪性。本文限于篇
幅，对这个问题不再展开。
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例：马丁本人证明了 AD与锥体概念之间的联系16：

定理 5.3. [锥体引理]假设 AD成立。如果 A是一个图灵度的集合，那么或者 A中

含有一个锥体，或 A的补中含有一个锥体。

类似地，可表明若波莱尔决定性成立，那么波莱尔的度集满足上述二歧性。因

此，在证明这个定理的时候（1968年）17，马丁坚信这个定理可用于证明 AD可
导出矛盾，因此 AD是错的。比如，马丁试图表明波莱尔决定性是错的。作为一
个熟悉递归论的数学家，他尝试了他所知的所有图灵度的集合，但这些图灵度的

集合总是要么就含有锥体，要么补集含锥体。至此，他开始相信波莱尔集上的 AD
成立，因为除了它成立外，再找不到理由表明为什么无法举出任何反例。

集合宇宙中也有类似的情况。例如，目前为止，我们没有发现大基数会带来

任何可能的矛盾。相反，一些十分有用的工具的一致性与大基数的一致性强度有

巧妙的对应。例如，如果 ZFC+超紧基数是一致的，那么 ZFC+马丁极大原则也
是一致的。因此，大基数很可能就是一致的。大基数一致的唯一解释只能是大基

数存在——即便我们有诸多的真实集合宇宙，也应该每个世界都里都存在着大基

数。除此之外，我们无法对大基数的一致性给出更好的解释。

6 可能的反驳

一种可能的反对是，HOD猜想和终极 L猜想都预设了某种大基数的存在，用

它们作为证据来表明大基数存在，是一种循环论证。另一种可能的反驳是，存在

可测基数，则 V /= L，那么，为什么 L中不包含可测基数不能作为可测基数不存

在的证据呢？我们对上述反驳进行一个初步的解释。

首先，较小的大基数无需假设较强的大基数即可得到辩护，不难找出一些较

小的大基数的证据。例如，ZFC中有反映定理：

定理 6.1. [反映定理（[13]，第 136页）]给定任意公式 ϕ1, ..., ϕn，

ZF ⊢ ∀α∃β > α(ϕ1, ..., ϕn对Vβ绝对).

我们能在 ZFC中证明的反映定理只是 RP1（first order reflection principle，简
称 RP1），即只允许使用集合而非类。若我们不限定 ϕ是一个一阶公式，则有：

∀α∃β > α∀x̄ ∈ Vβ(ϕ(x̄) ↔ ϕVβ (x̄)) (RP2)

16令≤为图灵归约，若 d是一个图灵度，将 {d′ | d ≤ d′}称为 d的锥体（cone）。一个图灵度的集合是锥体
当且仅当它是某个图灵度的锥体。该定理可见 [4]，第 223–224页。

17此时波莱尔决定性还没有被证明（1975年才被证明）。这两个定理均出自马丁。
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RP2（higher order reflection principle，简称 RP2）形式的反映原理可被视为相
对合理的较小大基数存在的证据18，因为它需要的假设很少，而这个假设有反映

定理作为证据。因此，与 L相容的较小的大基数的确有证据。

想为更大的大基数做辩护，则首先要考虑是否 V = L 成立。从直观上看，

V = L显然不成立，因为 L中只放入了上一层中可定义的子集。进一步地，没有

任何数学家认真地认为 V = L是一个事实，尽管 L是一个非常典范的模型。更决

定性的证据是，我们可以找到一些证据表明超出 L的大基数——例如Woodin基
数——的确很可能存在，而 V 的确等于 L则除了清晰分层上的好处外，无法找到

别的证据。

我们考虑Woodin基数的例子。实数的可定义子集可分出一个复杂度的层谱：
在某个波兰空间X 上，从开集出发，借助交并补运算和连续函数的投影，可以逐

步产生波莱尔集、解析集和投影集……。集合论学家关心的是，这些实数的可定

义子集是否都有良好的性质。借助描述集合论中常讨论几种实数的正则性质：拜

尔性质、勒贝格可测性、完美集性质，我们可以讨论是否实数的子集都有良好的

性质，并且可以观察在哪一步出现了困难。对最简单的拜尔集、解析集，可以知

道它们具有拜尔性质、是勒贝格可测的、都具有完美集性质。但是在投影集这一

层，投影集是否具有这些良好的性质被发现独立于 ZFC。描述集合论学家从博弈
论中提取经验，考虑投影集上的可决定性，即投影可决定性 (PD)：所有投影集都
是可决定的。集合论学家发现，PD恰好能解决投影集上所有的独立性问题。不仅
如此，巧合的是，ZFC+PD恰好是一个对二阶算术经验完全的理论，即所有二阶
算术的命题都可以借助 ZFC+PD确定真值。

此外，PD还有两个深层的特点。其一，ZFC+PD对二阶算术的经验完全性，与
一阶算术的情况存在着对应。有独立于 PA的一阶算术命题，但不存在任何独立于
ZFC的一阶算术命题。不仅如此，ZFC还使得“一阶算术的真”可被固定为“H(ω)

中的真”，因为这个概念本身是力迫不变的。这解释了为什么我们对自然数的理解

没有受到任何自然的挑战。所有这些一阶算术中的情况都能在 ZFC+PD中在二阶
算术上完美复刻。这表明，ZFC+PD和 ZFC的关系，就像一阶算术上 ZFC和 PA的
关系一样，因此，似乎也可以合理地说：二阶算术命题是真的，当且仅当 ZFC+PD
能证明它。其二，与波莱尔集上的 AD类似，没有任何反例能表明 ZFC+PD不一
致。因此，很多数学家倾向于相信 PD是一致的。

巧妙的是，这样一个独特的、被认为极可能一致的命题，与Woodin基数之间
有着千丝万缕的联系：

定理 6.2. 如果存在Woodin基数的真类，则 PD成立。（[27]，第 3页）

18可参考 [11]，该文的论证表明，反映原理可为不超过 0♯ 的大基数——例如不可达基数——做辩护。
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定理 6.3. 下列等价（可见 [12]，第 188页，定理 8.2）：

1. PD
2. 对任意 n ∈ ω，存在一个内模型M 使得M |=存在n个Woodin基数。

因此，我们有强烈的证据表明，Woodin基数是一致的。而这个现象唯一的解
释是，的确存在Woodin基数。以上对Woodin基数的论证不涉及任何更强的大基
数，因而也不涉及循环论证。故而，司各特定理恰好说明了 V /= L，而不是相反

地将其解读为说明不存在可测基数。

V = HOD这一命题也有一个不基于大基数的证据。如果 Woodin基数一致，
那么我们完全有理由认为，包含 Woodin基数在内的尽可能多大基数的内模型更
加典范。恰好，终极 L猜想和 HOD猜想提供了一种寻找这样典范模型的理论可
能性，它使得 V 的确十分接近 HOD19。相反，如果Woodin基数不一致，也可得
到类似的结果。2007年，詹森（R. Jensen）和斯蒂尔（J.Steel）在不存在Woodin
基数的假设下，得到了一种弱形式的覆盖定理（[17]）：

定理 6.4. 假设不存在传递模型满足 ZFC+“存在Woodin基数”，那么：若 κ是 V

中的奇异基数，则 κ+
K

= κ+。

包括弱覆盖引理在内的多种迹象表明，K与 V 十分接近（[25]）。若Woodin基
数不一致，则不存在包含Woodin基数的内模型，因此，根据詹森和斯蒂尔的结果，
K 十分接近 V。又因为 K ⊆ HOD，因此有 V 仍然十分接近 HOD。无论Woodin
基数是否一致，我们都能得到 V 与 HOD非常接近，我们有理由相信，HOD中至
少应该包含Woodin基数的真类，从而获得了超出 L的大基数存在的证据。

7 总结

我们在本文讨论了一种实在论视角下的逻辑观。这种逻辑观可为逻辑、集合

论和哲学的关系提供一种较为合理的解释。基于这种逻辑观，我们分析了实在论

视角下什么是大基数的内在辩护，即为集合宇宙的结构寻找证据。这种为集合宇

宙的结构寻找证据的思路不仅是哲学上可解释的，而且是集合论实践中可操作的，

它基于数学-物理平行论的实在论，大致的确可与物理学对物理世界的刻画相对
应。我列举了武丁工作中可以作为证据的例子，并简单讨论了其如何与科学方法

论对应。基于实在论视角的寻找证据、对集合概念的本质进行探索将是一个有广

阔前景的问题。

19此处，尽管两个猜想是基于大基数的猜想，但它至少提供了一个必然有对错的理论。而 V /= HOD无法提供
这样的猜想或结构化的理论。
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Large Cardinals in the Perspective of Realism

Liang Kou

Abstract

Finding and defending new axioms for set theory is an important topic in the philos-
ophy of set theory, and the large cardinal axiom is one of the alternatives for new axioms.
There are currently two main types of justifications for large cardinal axioms: the extrin-
sic justifications and the intrinsic justifications. The extrinsic justifications, from the
point of view of richness and utility in mathematical practice, do not satisfy the realists.
The realists wish to provide some justifications based on the nature of the concept of the
set, i.e., to provide intrinsic justifications for large cardinals. I discuss a view of logic
from the realism perspective and why we should defend intrinsic justifications for large
cardinals under this view, and give examples of how it is possible to justify large cardi-
nals under the realism perspective.
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