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集值信息系统的公理系统

曹发生

摘 要：自从波兰数学家 Z. Pawlak建立信息表的逻辑系统以来，出现了各种信息系
统及其逻辑的研究。集值信息系统在机器学习方面有着重要的应用，本文从一个具体

的集值信息系统的例子引发出建立集值信息系统的公理系统必要性。首先借助相容性

关系给出模态算子的语义；然后给出集值信息系统的逻辑的语法和语义；最后建立集值

信息系统的公理系统的公理和推理规则，并且利用传统方法证明集值信息系统的逻辑

系统的可靠性和完全性。从逻辑本质上看，集值信息系统的逻辑系统就是一种多模态

逻辑系统，它也给出多模态逻辑的非常完美的诠释。
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数据库的知识发现有许多方法，使用的数学工具也很多。为了能够准确地评

估和处理不确定、不一致、不完全数据，波兰数学家 Z. Pawlak于二十世纪八十年
代提出一种数学理论——粗糙集理论。（[11–18]）他在文 [14]中给出粗糙集逻辑，
并且建立了表达信息表的逻辑语言——决策逻辑语言。（[14, 26]）随着对信息系
统深入研究，从经典信息系统到扩展的信息系统，都有从信息系统的语义和逻辑

系统的构建。2015年曹发生在文 [23]建立了经典信息系统的自动机，将逻辑系统
与形式自动机结合起来以利于推广经典信息系统。2006年文 [4]提出集值信息系
统以来，就有许多关于集值信息系统和其他结构的结合。如 2009年文 [19]对集
值信息系统中添加了序结构，2019年文 [22]研究了不完全的概率集值信息系统，
主要从概率测度方面研究。2020年在文 [20]对集值信息系统的模糊性研究，2021
年文 [21]对格值粗糙集进行公理刻画，2020年文 [2]对不完全集值信息系统的高
斯核方法进行研究，从而使得集值信息系统对机器学习方面建立联系。另一方面，

Khan等人在文 [6]中利用多个等价关系 IND(B)与相似关系 SIM(B)建立经典信

息系统的公理系统，再接下来将单主体的信息系统推广到多主体的情形，他们在

文 [7]中构造多主体的信息系统的公理系统。2017年，Khan又在文 [5]中将概率
引进信息系统，进而构建了概率信息系统的公理系统。
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但是这些研究中都没有从逻辑角度构建集值信息系统的公理系统，于是本文

利用多模态逻辑理论构建集值信息系统的公理系统。下面先从具体的例子来看集

值信息系统的逻辑构建的出发点。（[25]）

例 1. 下面表格给出有四种症状头痛、肌肉痛、体温、流感和 8个病例 x1,x2,x3, x4,
x5, x6, x7, x8所表示的信息系统。

病人 头痛 肌肉痛 体温 流感

x1 是 是 正常 否

x2 是 是 高 是

x3 是 是 很高 是

x4 否 是 正常 否

x5 否 否 高 否

x6 否 是 很高 是

x7 否 否 高 是

x8 否 是 很高 否

表 1: 病例的信息表

用决策逻辑语言可以将由例 1引出的自然语言“若头痛并且体温很高则是流
感”表述成

(头痛,是) ∧ (体温,很高) → (流感,是)

但是这套语言没有引入模态算子符号，因此没能表达上述信息表中这样的语句“若

所有与他肌肉痛不痛有相同症状的人都是流感则他是流感”。

于是 Khan 等人在文 [6, 7] 中给出表达信息系统的逻辑语言，并且建立了完
整的公理系统。这个公理系统就能保证形式推演是可靠的。用他们的信息系统语

言就能将“若所有与他肌肉痛不痛有相同症状的人都是流感则他是流感”表述成

[IND({肌肉痛})](流感,是) → (流感,是)。

当经典信息系统中的每一个属性值看为一个集合时，经典信息系统就自然推

广为集值信息系统。下面我们给出一个集值信息系统的例子来说明学校评价应聘

教师试讲情况的问题。

例 2. 假设 a1表示“内容熟悉程度”，a2表示“思维逻辑表达情况”，a3表示“语

言表达情况”，a4表示“板书规范程度”，a5表示“重点与详略把握情况”。这五个

评价指标都有三个评价值：差等级、中等级、高等级，不妨分别用数字 1, 2, 3表示

这三个评价值。现在假如学校组织了几位经验丰富的老师听课，不同听课老师对

同一应聘者的同一评价指标可能给出不同的评价值，如果把所有听课老师对应聘

者的评价信息收集在一起，则可以用下表所示的集值信息系统来表达这一问题。
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a1 a2 a3 a4 a5

x1 {1} {2, 3} {3} {3} {1, 3}
x2 {1} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3} {2, 3}
x3 {3} {2} {1, 2} {2, 3} {3}
x4 {3} {1, 2, 3} {1, 3} {1, 2} {1, 2, 3}
x5 {1, 2} {2, 3} {1, 2, 3} {1, 2, 3} {1, 2}
x6 {1, 3} {13} {2, 3} {1, 2} {1, 2, 3}
x7 {2, 3} {1, 2, 3} {1, 3} {1} {2}
x8 {1, 2, 3} {1, 2, 3} {1, 2} {2, 3} {1, 2, 3}

表 2: 评价的集值信息表

在这个集值信息表中，用文 [6, 7]所给出表达信息系统的逻辑语言表达不了
这样的语句：

•“若与他在内容熟悉程度被评有相同等级的所有的人在思维逻辑表达情况上
给了高等级评价，则他在思维逻辑表达情况上给了高等级评价”；

• 若在与他对内容熟悉程度评价一致的所有人中，这些人在思维逻辑表达情况
上给了高等级评价，则在与他对内容熟悉程度评价一致的所有人中，对于这

些所有人中的每一个个体来说，在与每一个个体自己对内容熟悉程度评价一

致的所有人中，最后一个‘所有人’中的这些人在思维逻辑表达情况上也给

高等级评价。

那么怎么来表达这样的自然语言并进行推理呢？怎么判断这样的语句的有效

性？怎样建立集值信息系统的公理系统呢？这正是本文最初的动机，也是本文所

要刻画的重要内容。

1 集值信息系统

理论上将信息系统推广到集值信息系统是非常自然的。在实际应用中，由于

问题的复杂性，人们通常得到的数据并不一定是精确的、完整的。某个对象的属

性值是未知（不知道取何值）或部分已知（比如肯定不取某值）的不完全信息系

统是非常常见的。

集值信息系统除了能反映信息的不确定性，还可以部分反映信息的不完备性。

比如不完备信息系统，如果对象在某属性下的缺省值是存在型的，则可以将该属

性的所有可能取值作为该对象的取值，从而将不完备信息系统转化为一类特殊的

集值信息系统进行研究。未知值一般有三种情形：一是存在型，即对象关于该属
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性的取值理论上是存在的，但暂时不能确定；二是不存在型，即对象关于该属性

无法取值；三是占位型，即无法确定是存在型或不存在型空值。信息除了缺省外，

在某些实际问题中还可能出现一些对象的某些属性值不是取一个值，也不是取空

值，而是取几个值，它是信息受到干扰的一种反映，刻画的是信息的不确定性。因

此，利用粗糙集理论和逻辑理论直接研究集值信息系统的逻辑系统具有一定的理

论和实际意义。

下面先给出集值信息系统的定义，具体表达如下。（[4, 25]）

定义 1.1. 一个集值信息系统 S 是一个多元组 S = (W,A, VA, f)。其中

1. W 是对象的非空集合，称为论域；
2. A是属性的有限非空集合；
3. VA =

⋃
a∈A Va，Va是属性 a的值域，其元素也称为关于属性 a的属性值，或

简称为属性值；

4. f :W ×A→ 2VA 是一个映射，即对每一个对象的任意属性都赋予了一个属

性值的集合；

下文将 VA简记为 V。

文 [25]中不完全信息系统的例子。设 S = (W,A, V, f)，其中W = {x1, . . . ,
x6}，A = {size, price, colour,Max -Speed}，f 如表 3所示。

car size price colour Max-Speed
x1 compact high red high
x2 full high ϵ high
x3 middle high black ϵ

x4 compact low red low
x5 ϵ high white high
x6 full low white low

表 3: 车辆不完全信息系统 S 的信息表

可以转成下面的集值信息系统：设 S = (W,A, V, f)，其中W = {x1, . . . , x6}，
A = {size, price, colour,Max-Speed}，f 如表 4或 5所示。
上面是将不完全信息系统转成集值信息系统的例子，其实在现实生活中有很

多集值信息系统例子。例如，在论文审稿系统中，不同的评阅专家对同一篇论文

的创新性可能给出不同的评阅结果，这些不同结果都作为该论文创新性的可能取

值。不同的评阅专家对同一篇论文的修改要求给出不同的建议，编辑部要求论文

作者按这些修改要求逐一修改。所以无论从理论还是应用上都需要将信息系统推

广到集值信息系统。集值信息系统中一些对象的属性值不唯一，反映的是信息的
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car size price colour Max-Speed
x1 {compact} {high} {red} {high}
x2 {full} {high} {red, black,white} {high}
x3 {middle} {high} {red} {low, high}
x4 {compact} {low} {black} {low}
x5 {compact, full,middle} {high} {white} {high}
x6 {full} {low} {white} {low}

表 4: 车辆集值信息系统 S 的信息表

car size price colour Max-Speed
x1 {compact} {high} {red} {high}
x2 {full} {high} ∅ {high}
x3 {middle} {high} {red} ∅
x4 {compact} {low} {black} {low}
x5 ∅ {high} {white} {high}
x6 {full} {low} {white} {low}

表 5: 车辆集值信息系统 S′的信息表

不确定性与不完备性，是完备信息系统的一种重要推广形式。集值信息系统是单

值信息系统的更一般化模型，不完备信息系统可以看作是集值信息系统不连续表

示。集值信息系统中对象的某些属性可能有多个值。

在信息系统的研究发展过程中，研究学者对于集值信息系统给出过很多种语

义。（[3, 8–10]）设 (U,A, V, f)为集值信息系统，对任意 a ∈ A，任意 x ∈ U，文

[4, 19]对集值信息系统的研究，但是没有给出信息系统的公理系统，给出 f(a, x)

的值从语义方面主要有两种解释方式：

一是 f(a, x)的值被合取地解释。例如，设 a表示属性“病例症状”，则 f(a, x) =

{发烧,头痛,打喷嚏}可以解释为个体对象 x发烧、头痛和打喷嚏。“个体对象 x

发烧、头痛和打喷嚏”逻辑等价于“若症状 s ∈ {发烧,头痛,打喷嚏}，则个体对
象 x具有症状 s”。这样逻辑等价的转述就能处理 f(a, x) = ∅时“个体对象 x具

有症状 ∅”的逻辑真假性。
二是 f(a, x)的值被析取地解释。例如，设 a表示属性“病例症状”，则 f(a, x) =

{发烧,头痛,打喷嚏}也可以解释为个体对象 x会有发烧、头痛、打喷嚏中的一种症

状。对于不完全经典信息系统，如果个体对象 x在属性 a下取未知值，则 f(a, x)可

以表示取属性 a的值域 Va中的任意值，这时可以用 a的可能取值 Va作为 f(a, x)

的取值；如果已知 f(a, x)必定不取某些值，比如不取 v1、v2，则可用 Va \ {v1, v2}
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作为 f(a, x)的取值。因此，不完全经典信息系统可以转化为析取解释的集值信息

系统进行研究。

本文采用合取的解释方式，这也符合“如果一个个体 x具有症状发烧、头痛

和打喷嚏，那么他具有症状发烧和打喷嚏”这样的命题是恒真的。按照这种合取

的解释方式，我们给出关于描述子的解释的定义。

像经典信息系统的情况一样，在集值信息系统中也可引入上、下近似的定

义。（[11, 12]）

定义 1.2. 任给二元关系 R ⊆ W ×W，对于任意的 x ∈ W，记 xR = {y | xRy}；
对于任意的 X ⊆ W，定义 W 的两个子集合 RX = {x ∈ W | xR ⊆ X} 及
RX = {x ∈W | xR ∩X ̸= ∅}，分别称它们为 X 的 R下近似集合和上近似集合。

定义 1.3. 设 f :W ×A→ 2V 是一个映射，可以定义一个部分映射m : A× 2V →
2W，m(a, u) = {x | f(x, a) ⊇ u}。设一个部分映射m : A× 2V → 2W，可以定义

f :W ×A→ 2V，f(x, a) =
⋂
{v : x ∈ m(a, v)}是一个映射。

易得由 f 可以构造其对应的m，下文 2.2语义中由m也可以定义一个 f。此

时 f 也记为 fm，m也记为mf。这里部分映射的定义可以参考沈复兴著作 [24]。

注 1. 若是采用析取的方式解释方式，只要如下给出描述子 (a, u) 的解释的定义：

m(a, u) = {x | f(x, a) ⊆ u}也可以相仿地建立形式系统。

经典信息系统中等价关系可以给出个体分类的精确分类，而实际生活中在有

些不同等价类之间的无精确的边界。在集值信息系统中，同一个对象可能同时具

有多种属性特征，如: 一个 35岁的人可认为同时具有“中年”与“青年”两个属
性值。所以，在集值信息系统中，不可能像在完备信息系统中那样定义不可分辨

关系来对对象进行分类。因此研究学者引入相容关系。（[4]）

定义 1.4. 集值信息系统 S = (W,A, VA, f)中，任给 a ∈ A,称 x与 y 关于 a相容

（并记为 xTay），如果 f(x, a) ∩ f(y, a) ̸= ∅。任给 B ⊆ A,称 x与 y 关于 B 相容

（并记为 xTBy），如果对任意 b ∈ B, xTby。

下面给出相容关系的几条有用的简单性质：（[25]）

• 性质 1：TB 是自反的。

• 性质 2：TB 是对称的。

2 集值信息系统的逻辑系统

下面来建立集值信息系统的逻辑 LSVIS，依次给出语法、语义、公理系统。
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2.1 语法

定义 2.1. 集值信息系统的逻辑 LSVIS语言 L的字母表包括以下部分：

(1) 有穷集合 A，其元素称为属性常元，用 a, b, c, d或加数字下标表示；

(2) 集合 A的子集合符号，用 B,C,D或加下标表示；

(3) 对每一个 a ∈ A有一个有穷集合 Va，其元素是属性值常元，用符号 v或 va

或加数字下标表示，Va子集合用符号 v或 va或加数字下标表示；

(4) 一个特殊的属性集常元 ∅；
(5) 两个常元符号 ⊤、⊥；
(6) 命题变元符号集合 PV，其元素用符号 p或加数字下标表示；

(7) 逻辑联结符号 ¬、∧、[TB]；

(8) 技术性符号 (、)、,、[、]。

定义 2.2. 集值信息系统的逻辑 LSVIS语言 L的合式公式的形成规则：

(1) 常元符号 ⊤、⊥，命题变元符号是合式公式；
(2) (a, u)是合式公式，称为描述子；（u ::= v | ¬u | u1 ∧ u2）
(3) 若 α、β 是合式公式，则 ¬α、α ∧ β、[TB]α是合式公式；

(4) 仅由以上三条形成合式公式。

全体描述子的集合记为 D，全体合式公式的集合记为 P。除去形成规则 (3)中的
构造方式 [TB]α而得到的公式也称为布尔合式公式。

下文中的合式公式α∨β定义为¬(¬α∧¬β)；合式公式α→ β定义为 (¬α∨β)；
合式公式 α↔ β 定义为 (α→ β) ∧ (β → α)。

2.2 语义

集值信息系统的逻辑 LSVIS语言 L的语义是基于模态逻辑（[1]）的模型结
构的。

定义 2.3. 一个模型M是一个多元组M = (W, {TB}B⊆A,m, P )。其中

1. m : D → 2W；

2. 多元组 S = (W,A, VA, f)是一个集值信息系统，其中 f 是由 m（仅仅考虑

对原子公式的解释m(a, u)）按定义 1.3所对应映射；
3. P : PV → 2W。

注 2. m,P 可以按保持布尔同态的方式而推广到由 D, PV 的符号所形成的布尔合
式公式的集合PBoolean上，这个映射记为 m̃ : PBoolean → 2W，即 m̃(¬α) =W\m̃(α)，

m̃(α ∧ β) = m̃(α) ∩ m̃(β)。
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由 f 可以定义 m，模型结构M也可以诱导出一个集值信息系统，这个集值

信息系统也记为 SM。

给定集值信息系统 S = (W,A, VA, f)，它本质上是语义的，自然地就有语言

L下的一套语法系统。下文中提到集值信息系统 S = (W,A, VA, f)后就将集值信

息系统的语义符号和语言的语法符号用了同样的形式字符表示，这并不影响理解

本文的内容。

定义 2.4. 给定集值信息系统 S = (W,A, VA, f)。定义集值信息系统的框架 FS =

(W,A, VA, {TB}B⊆A,m)，其中m是由 f 按定义 1.3所对应映射。模型结构 (FS , P )

也记为MS。

下面给出集值信息系统的逻辑系统的合式公式在模型中的可满足性的定义：

定义 2.5. 任给语言 L中的合式公式 α，如下归纳定义 w ∈W 在模型M上满足公

式 α，记为M, w |= α：

(1) M, w |= ⊤；
(2) 并非M, w |= ⊥；
(3) M, w |= (a, u)当且仅当，w ∈ m(a, u)；

(4) M, w |= p当且仅当，w ∈ P (p)；

(5) M, w |= ¬α当且仅当，非M, w |= α；

(6) M, w |= α ∧ β 当且仅当，M, w |= α并且M, w |= β ；

(7) 对于任意属性集合 B，M, w |= [TB]α当且仅当，对任意的 wTBw
′ 的 w′ 都

有M, w′ |= α。

注 3. M, w |= α ∨ β 当且仅当，M, w |= α或者M, w |= β ；M, w |= α → β 当且

仅当，若M, w |= α则M, w |= β 。

有了上面的准备工作就可以给出集值信息系统的逻辑系统的合式公式的有效

性的定义。

定义 2.6. 任给语言 L中的合式公式 α，称 α在模型M上是可满足的，如果对于

任意的 w ∈W 都有，M, w |= α。称 α是有效的，如果对于任意的模型M中 α是

可满足的。

下文记 αM = {x | M, x |= α}。
在集值信息系统的模型中，可证得，[TB]α 在模型解释下集合和粗糙集有着

紧密的联系，具体如下：([TB]α)
M=TB(α)

M。

现在可以表达引言中那两个语句。
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“若与他在内容熟悉程度被评有相同等级的所有的人在思维逻辑表达情况上

给了高等级评价，则他在思维逻辑表达情况上给了高等级评价”可以表示为 [T{a1}]

(a2, 3) → (a2, 3)。

“若在与他对内容熟悉程度评价一致的所有人中，这些人在思维逻辑表达情

况上给了高等级评价，则在与他对内容熟悉程度评价一致的所有人中，对于这些

所有人中的每一个个体来说，在与每一个个体自己对内容熟悉程度评价一致的所

有人中，最后一个‘所有人’中的这些人在思维逻辑表达情况上也给高等级评价”

可以表示为 [T{a1}](a2, 3) → [T{a1}][T{a1}](a2, 3)。

利用有效性的定义可以验证：前面一个语句是有效的，后面的语句不是有效

的，因为 x5 ⊨ [T{a1}](a2, 3)但是 x5 ⊭ [T{a1}][T{a1}](a2, 3)。

2.3 公理及规则

本节的主要目标是给出集值信息系统 LSVIS的逻辑系统，给出公理及其可靠
性和完全性。下面先给出公理及推理规则：

公理

A1. 命题逻辑中的三条公理；
A2. (a, ∅)；
A3. (a, u) → (a, u′)，如果 u ⊇ u′；

A4. [TB](α→ β) → ([TB]α→ [TB]β)；

A5. [TB]α→ α；

A6. ¬[TB]¬[TB]α→ α；

A7. [TB]α→ [TB′ ]α，如果 B ⊇ B′；

A8. ((a, u) ∧ [TB∪{a}]α) → [TB]((a, u) → α)，这里 u ̸= ∅。

注 4. 由于属性集合和属性值的集合都是有穷集合，因此这里仅仅含有穷条公理。

推理规则

• MP.
α, α→ β

β
；1

• N.
α

[TB]α
。

1下文的形式证明中把MP规则写成 α, α → β⧸β，其他规则同仿。
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2.4 形式证明

集值信息系统的逻辑系统的可靠性和完全性留待下一节给出证明，先来看看

该系统的形式证明。

例 3. 证明 (¬[TB]¬[TB]α ∧ ¬[TB]¬[TB]β) → [TB]¬[TB]¬(α ∧ β)。

证明.
(1) (α ∧ β) → [TB]¬[TB]¬(α ∧ β) A6
(2) ¬[TB]¬[TB]α→ α A6
(3) ¬[TB]¬[TB]β → β A6
(4) (¬[TB]¬[TB]α ∧ ¬[TB]¬[TB]β) → (α ∧ β) (2)(3)，PC
(5) (¬[TB]¬[TB]α ∧ ¬[TB]¬[TB]β) → [TB]¬[TB]¬(α ∧ β) (4)(1)，PC

例 4. 证明 ((a, u) ∧ [Tb](a, u) ∧ [T{a,b}](b, u
′)) → [Tb](b, u

′)，这里 u ̸= ∅。

证明.
(1) ((a, u) ∧ [T{a,b}](b, u

′)) → [Tb]((a, u) → (b, u′)) A8
(2) ([Tb]((a, u) → (b, u′) → ([Tb](a, u) → [Tb](b, u

′)) A4
(3) ((a, u) ∧ [T{a,b}](b, u

′)) → ([Tb](a, u) → [Tb](b, u
′)) (1)(2)，PC

(4) ((a, u) ∧ [Tb](a, u) ∧ [T{a,b}](b, u
′)) → [Tb](b, u

′) (3)，PC

例 5. 证明 ¬[TB]¬α→ β⧸α→ [TB]β。

证明.
(1) ¬[TB]¬α→ β 前提

(2) [TB](¬[TB]¬α→ β) (1)，N规则
(3) [TB]¬[TB]¬α→ [TB]β (2)，A4，PC
(4) α→ [TB]¬[TB]¬α A6
(5) α→ [TB]β (4)，PC

例 6. 证明 ([TB]ψ1 ∧ [TB]ψ2 ∧ · · · ∧ [TB]ψn) → [TB](ψ1 ∧ ψ2 ∧ · · · ∧ ψn)。

取 n = 2的情形给出证明，可以归纳到一般的情形。

证明.
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(1) ψ1 → (ψ2 → ψ1 ∧ ψ2) PC
(2) [TB](ψ1 → (ψ2 → ψ1 ∧ ψ2)) (1)，N规则
(3) [TB]ψ1 → [TB](ψ2 → ψ1 ∧ ψ2) (2)，A4，PC
(4) [TB](ψ2 → ψ1 ∧ ψ2) → ([TB]ψ2 → [TB](ψ1 ∧ ψ2)) A4
(5) [TB]ψ1 → ([TB]ψ2 → [TB](ψ1 ∧ ψ2)) (3)(4)，PC
(6) [TB]ψ1 ∧ [TB]ψ2 → [TB](ψ1 ∧ ψ2) PC

例 7. RK规则：(ψ1∧ψ2∧· · ·∧ψn) → β/([TB]ψ1∧ [TB]ψ2∧· · ·∧ [TB]ψn) → [TB]β。

证明.
(1) (ψ1 ∧ ψ2 ∧ · · · ∧ ψn) → β 前提

(2) [TB]((ψ1 ∧ ψ2 ∧ · · · ∧ ψn) → β) (1)，N规则
(3) [TB]((ψ1 ∧ ψ2 ∧ · · · ∧ ψn)) → [TB]β (2)，A4，PC
(4) ([TB]ψ1 ∧ [TB]ψ2 ∧ · · · ∧ [TB]ψn) → [TB](ψ1 ∧ ψ2 ∧ · · · ∧ ψn) 例 6
(5) ([TB]ψ1 ∧ [TB]ψ2 ∧ · · · ∧ [TB]ψn) → [TB]β (4)(3)，PC

文 [7]给出了信息系统及其动态更新系统的可靠性和完全性，本节来证明集
值信息系统的逻辑系统的可靠性和完全性。

3 集值信息系统的逻辑系统的可靠性

引理 3.1. LSVIS的每一条公理都是有效的。

证明. 我们选证公理 A2、A4、A5、A6和 A8的有效性，其余的公理也能证明。

A2. (a, ∅)，任给模型M及任意的 w ∈ W，都有 f(x, a) ⊇ ∅，由公式的可满足性
的定义有 w ∈ (a, ∅)M。由有效性的定义得 A2有效。

A4. [TB](α → β) → ([TB]α → [TB]β)，任给模型M及任意的 w ∈ W，要证得

w ∈(A4)M，即要证命题：若 w ∈ ([TB](α→ β))M则 w ∈ ([TB]α→ [TB]β)
M。

若 w ∈ ([TB](α→ β))M，于是对任意的 wTBw
′，M, w′ |= α→ β。设M, w |=

[TB]α即是对任意的 wTBw
′，M, w′ |= α，结合M, w′ |= α→ β，于是有对任意的

wTBw
′，M, w′ |= β。这即是M, w |= [TB]β。故 w ∈ ([TB]α→ [TB]β)

M。

A5. [TB]α→ α，任给模型M及任意的w ∈W，要证得w ∈(A5)M，即要证命题:若
w ∈ ([TB](α)

M则 w ∈ (α)M。由 w ∈ ([TB](α)
M得对任意的 wTBw

′，M, w′ |= α，

而 wTBw，故M, w |= α。
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A6. ¬[TB]¬[TB]α→ α，任给模型M及任意的 w ∈W，要证得 w ∈(A6)M，即要
证命题：若 w ∈ (¬[TB]¬[TB]α)

M 则 w ∈ (α)M。由 w ∈ (¬[TB]¬[TB]α)
M 得，存

在 wTBw
′，对任意的 w′TBw

′′，M, w′′ |= α，而存在 wTBw
′就会有，w′TBw，故

M, w |= α。

A8. ((a, u) ∧ [TB∪{a}]α) → [TB]((a, u) → α)，任给模型M及任意的 w ∈ W，要

证得 M, w |=A8，即要证命题：若 (1)M, w |= (a, u) ∧ [TB∪{a}]α 则 (2)M, w |=
([TB]((a, u) → α)。

要证明 (2)，由公式可满足的定义 (7)也就是要证明出对于任给的 wTBw
′，都

有M, w′ |= ((a, u) → α)。这即是要证明出若M, w′ |= (a, u)则M, w′ |= α。现在来

问：是否有 wTB∪{a}w
′？若回答是肯定，则由已经设有M, w |= (a, u)∧ [TB∪{a}]α

得到 M, w |= [TB∪{a}]α，再由公式可满足的定义 (7) 得 M, w′ |= α。若否，这

时已有 wTBw
′，于是只能是 f(w, a) ∩ f(w′, a) = ∅。由已设 M, w |= (a, u) 和

M, w′ |= (a, u)，于是 f(w, a) ⊇ u且 f(w′, a) ⊇ u，故 f(w, a) ∩ f(w′, a) ⊇ u ̸= ∅，
这与刚得到的 f(w, a) ∩ f(w′, a) = ∅矛盾。所以只能是肯定的回答，这样前面已
经证得。综上所述，故 A8有效。

引理 3.2. LSVIS的每一规则都保持有效性。

证明. MP规则保持有效性的证明：任给模型M及任意的 w ∈ W，因 α, α → β

都是有效的，故 w ∈ αM ，w ∈ (α → β)M ,于是 w ∈ βM。由有效性的定义得 β

是有效的，因此MP规则保持有效性。
N规则保持有效性的证明：任给模型M及任意的 w ∈W，因 α是有效的，故

对于任意 wTBw
′ 都有M, w′ |= α，由有效性的定义得M, w |= [TB]α，因此 N规

则保持有效性。

由引理 3.1和 3.2即得可靠性定理。

定理 3.3 (可靠性). 若 ⊢ α则 |= α。

4 集值信息系统的逻辑系统的完全性

用典范模型方法可以证明集值信息系统的逻辑系统的完全性。先来定义集值

信息系统的逻辑系统的典范模型。

定义 4.1. 设 Γ ⊆ P（LSVIS所有合式公式的集合），称 Γ是一致协调集，如果对

于任意的有穷集合 Φ ⊆ Γ，⊬ ¬
∧

ϕ∈Φ ϕ。Γ是极大一致协调集，当且仅当同时满

足下面两条

(1) Γ是一致协调集；
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(2) 任给合式公式 α有 α ∈ Γ或 ¬α ∈ Γ。

不一致协调集还有下面的刻画。

引理 4.1. w∪{α}不是一致协调集，当且仅当，存在有穷集 u ⊆ w，使得 ⊢
∧

ϕ∈u ϕ

→ ¬α。

证明. 设 w ∪ {α} 不是一致协调集，由定义可得存在有穷集 v ⊆ w ∪ {α} 使得
⊢ ¬

∧
ϕ∈v ϕ。若 α ∈ v，令 u = v \ {α}，则 ⊢ ¬(

∧
ϕ∈u ϕ ∧ α)，故 ⊢

∧
ϕ∈u ϕ→ ¬α。

若 α /∈ v，令 u = v，则据由 ⊢ ¬B可以推出 ⊢ ¬(B ∧C)得，⊢ ¬(
∧

ϕ∈u ϕ∧α)，故
⊢
∧

ϕ∈u ϕ→ ¬α。
另一方面，设存在有穷集 u ⊆ w使得 ⊢

∧
ϕ∈u ϕ→ ¬α，则有 ⊢ ¬(

∧
ϕ∈u ϕ∧α)。

令 v = u ∪ {α}，则存在有穷集 v ⊆ w使得 ⊢ ¬
∧

ϕ∈v ϕ成立。由不一致协调集的

定义易得，w ∪ {α}不是一致协调集。

下面给出极大一致协调集的简单性质：

命题 4.1. 设 Γ是极大一致协调集，则

(1) α,¬α恰有一个属于 Γ；

(2) α ∧ β ∈ Γ当且仅当 α ∈ Γ且 β ∈ Γ。

证明.

(1)由极大一致协调集的定义易得。

(2)设 α ∧ β ∈ Γ，反证，假设 α不在 Γ中或 β 不在 Γ中。据 (1)有 ¬α或 ¬β 在
Γ中，即是说 {α∧ β,¬α}或者 {α∧ β,¬β}是 Γ的有穷子集。由 Γ是一致协调的，

故 ⊬ ¬(α∧ β ∧¬α)或 ⊬ ¬(α∧ β ∧¬β)。这与 ¬α∨¬β ∨α或 ¬α∨¬β ∨ β是命题
逻辑中的定理矛盾。所以 α ∈ Γ且 β ∈ Γ。

另一方面设 α ∈ Γ且 β ∈ Γ，假设 α∧β /∈ Γ。据 (1)有 {¬(α∧β), α, β}是 Γ的

有穷子集，由 Γ是一致协调的，于是 ⊬ ¬(α∧β∧¬(α∧β))。这与 ¬α∨β∧¬(α∧β)
是命题逻辑中的定理矛盾。所以 α ∧ β ∈ Γ。

定理 4.2 (Lindenbaum 引理). 如果 Γ 是一致协调集，则存在极大一致协调集 Γ+，

使得 Γ ⊆ Γ+。

证明. 设 Γ是一致协调集，枚举的所有公式如下：α0, α1, . . . , αn, . . .。

根据一致性，可以构造一个集合链如下：Γ = Ψ0 ⊆ Ψ1 ⊆ · · · ⊆ Ψn ⊆ · · ·，使
得对每一个 n < ω有：

Ψn+1 =

Ψn ∪ {αn}, 若 Ψn ∪ {αn}是一致集；

Ψn ∪ {¬αn}, 若 Ψn ∪ {αn}不是一致集；
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施归纳于 n < ω：

• 基础步。根据设定条件，已知 Γ = Ψ0是一致协调集。

• 归纳步。假设 Ψn 是一致协调集，下证 Ψn+1 是一致协调集。为此考虑的一

致性，

– 情况 1。Ψn ∪ {αn}是一致协调集，此时 Ψn+1 = Ψn ∪ {αn}，故 Ψn+1

是一致协调集。

– 情况 2。Ψn ∪ {αn}不是一致协调集，此时 Ψn+1 = Ψn ∪ {¬αn}，反证
Ψn+1是一致协调集。假设Ψn+1 = Ψn∪{¬αn}不是一致协调集，由定义
有存在有穷集合 Φ ⊆ Ψn+1,Ψn,¬αn ⊢ ¬

∧
ϕ∈Φ ϕ，而Ψn,¬αn ⊢

∧
ϕ∈Φ ϕ

故由命题逻辑的推理得 Ψn ⊢ αn。在此情况下有，Ψn ∪ {αn}不是一致
协调集，于是同理可得 Ψn ⊢ ¬αn。故 Ψn ⊢ αn,¬αn，于是存在有穷集

合 Φ ⊆ Ψn+1,Ψn,¬αn ⊢ ¬
∧

ϕ∈Φ ϕ，这与归纳假设 Ψn 是一致协调集矛

盾。因此该情况下也证得存在有穷集合 Ψn+1是一致协调集。

于是对于任意的自然数 n < ω，Ψn是一致协调集。

令 Γ+ =
⋃

n<ω Ψn，再来证明 Γ+是极大一致协调集。任给合式公式 α，总存

在自然数 n使得 αn = α。据 Ψn+1 的构造，αn,¬αn 总有一个属于 Ψn+1，故 Γ+

是极大一致协调集。

下面来给出典范模型的定义。

定义 4.2 (LSVIS典范模型). 称Mc = (W c, {T c
B}B⊆A,m

c, P c)为 LSVIS典范模型，
如果满足下面条件：

(1) W c = {w | w是极大一致协调集 }；
(2) 对于每一个B ⊆ A，wT c

Bu当且仅当：对于任意的合式公式 α，若 [TB]α ∈ w，

则 α ∈ u；

(3) mc(a, v) = {w ∈W c | (a, v) ∈ w}；
(4) P c(p) = {w ∈W c | p ∈ w}。

极大一致协调对演绎是保持封闭的。

引理 4.3. 设 w是极大一致协调集，如果 α, α→ β ∈ w，那么 β ∈ w。

证明. 设 α, α→ β ∈ w，反证，假设 β /∈ w，w是极大一致协调集，于是 ¬β ∈ w。

由 w是一致协调集知，⊬ ¬(α∧ (α→ β)∧¬β)。这矛盾于 ⊢ ¬(α∧ (α→ β)∧¬β)
（它等价于 (¬α ∨ β ∨ α) ∧ (¬α ∨ ¬β ∨ ¬β)）。故 β ∈ w。

引理 4.4. 对每一个一致协调集 Φ和公式 β都有：Φ ⊢ β当且仅当，β属于每一个
以 Φ为子集的极大一致协调集。
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证明. β 属于每一个以 Φ为子集的极大一致协调集逻辑等价于：对于任意的极大

一致协调集 Ψ有，若 Φ ⊆ Ψ则 β ∈ Ψ。原命题就是要证 Φ ⊢ α当且仅当，对于任
意的极大一致协调集 Ψ有，若 Φ ⊆ Ψ则 β ∈ Ψ。

一方面，设 Φ ⊢ β。反证法，假设存在某个极大一致协调集 Ψ使得，Φ ⊆ Ψ

且 β /∈ Ψ，于是由命题 4.1 有 ¬β ∈ Ψ。由 Φ ⊢ β 得，存在有穷集 Θ ⊆ Φ 使得

⊢
∧
Θ → β，于是由命题逻辑可得

⊢ ¬(
∧

Θ ∧ ¬β) (1)

由 Φ ⊆ Ψ知 Θ ∪ {¬β} ⊆ Ψ是有穷集，于是

⊢ (
∧

Θ ∧ ¬β) (2)

(1)、(2)与是 Ψ一致协调集矛盾。

另一方面，设对于任意的极大一致协调集 Ψ有，若 Φ ⊆ Ψ则 β ∈ Ψ。构造极

大一致协调集。反证法，假设 Φ ⊬ β，Φ∪ {¬β}是一致协调的，据 Lindenbaum引
理知，存在极大一致协调集 Φ ∪ {¬β} ⊆ Ψ，于是由命题 4.1知 β /∈ Ψ。这与已设

的前提矛盾。所以该引理得证。

记 [R]−w = {β | [R]β ∈ w}。

引理 4.5. 设 w是极大一致协调集，对于任意 R ∈ {TB}B⊆A都有：[R]β ∈ w当且

仅当，对于任意的极大一致协调集 u有，若 [R]−w ⊆ u则 β ∈ u。

证明. 设 [R]β ∈ w。任给极大一致协调集 u使得 [R]−w ⊆ u，由 [R]β ∈ w和集合

[R]−w的定义得 β ∈ [R]−w ⊆ u。故 β ∈ u。

另一方面，设对于任意的极大一致协调集 u有，若 [R]−w ⊆ u则 β ∈ u。这意

味着 β 属于每一个以 [R]−w为子集的极大一致协调集。据引理 4.4有 [R]−w ⊢ β，
故存在 ψ1, ψ2, . . . , ψn ∈ [R]−w使得 ⊢ (ψ1 ∧ψ2 ∧ · · · ∧ψn) → β。于是由 RK规则
便有

⊢ ([R]ψ1 ∧ [R]ψ2 ∧ · · · ∧ [R]ψn) → [R]β (3)

而 ψ1, ψ2, . . . , ψn ∈ [R]−w，于是 [R]ψ1, [R]ψ2, . . . , [R]ψn ∈ w。由命题 4.1知，

[R]ϕ1 ∧ · · · ∧ [R]ϕn ∈ w。

再由 (3)和引理 4.3得 [R]β ∈ w。

定理 4.6 (典范模型基本定理). 对于语言 L中任给的一个合式公式 α，任意的 w ∈
W c都有 α ∈ w当且仅当Mc, w |= α。
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证明. 施归纳于合式公式 α的结构。

基础步：

• 情形 1：α是 p的形式，按 P c定义即得。

• 情形 2：α是 (a, u)的形式，按mc定义即得。

归纳步：

• 情形 3：α是 ¬β 的形式，设 ¬β ∈ w，则由命题 4.1有，β /∈ w，由归纳假

设有，Mc, w ⊭ β 当且仅当Mc, w |= ¬β；另一方面若Mc, w |= ¬β，即非
Mc, w |= β，由归纳假设有 β /∈ w，于是由极大一致协调集的定义有¬β ∈ w。

• 情形 4：α 是 β1 ∧ β2 的形式，设 β1 ∧ β2 ∈ w，由命题 4.1 知，β1 ∈ w 且

β2 ∈ w。由归纳假设有，Mc, w |= β1 且Mc, w |= β2。故Mc, w |= β1 ∧ β2；
另一方面若Mc, w |= β1 ∧ β2，即是Mc, w |= β1 且Mc, w |= β2。由归纳假

设有 β1 ∈ w且 β2 ∈ w，于是由命题 4.1得 β1 ∧ β2 ∈ w。

• 情形 5：α 是 [R]β 的形式，这里 R ∈ {TB}B⊆A，设 [R]β ∈ w，下面来证

明Mc, w |= [R]β。要证Mc, w |= [R]β 按定义即要证，对于任意 wRc 可达

的 u 来说有 Mc, u |= β 按 wRc 可达 u 的定义即是若 [R]β ∈ w 则 β ∈ u

，而已设 [R]β ∈ w，故 β ∈ u，于是由归纳假设有Mc, u |= β，所以证得

Mc, w |= [R]β。另一方面，设Mc, w |= [R]β，下面来证明 [R]β ∈ w。反证

法，假设 [R]β /∈ w，由引理 4.5得存在 u ∈ W c [R]−w 且 β /∈ u [R]β ∈ w。

据按 Rc 的定义及归纳假设，wRcu且有Mc, u ⊭ β，故由 LSVIS合式公式
可满足的定义得，Mc, w ⊭ [R]β，这与前提矛盾。综上所述，该命题得证。

定理 4.7 (完全性). 若 |= α则 ⊢ α。

证明. 设 |= α，于是它在典范模型中也是有效的，下面采用反证法来证明它是可证

的。假设它不可证，即 ⊬ α，于是由一致协调集的定义知道：{¬α}是一致协调集。
由 Lindenbaum引理知，存在极大协调集 w使得 {¬α} ⊆ w根据命题 4.1知 α /∈ w。

此时存在这样一个典范模型使得Mc, w ⊭ α，矛盾，因此完全性定理得证。

5 结语

本文对集值属性值的解释是合取型，给出的关系是基于一种自反和对称的相

容关系而建立的集值信息系统的逻辑的公理系统。接下来进一步的工作可以建立

集值信息更新的公理系统，还可以结合 2017年 Khan在文 [5]给出的概率和集值
信息系统作出模糊和概率方面的推广。
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Axiomatic System of the Set-Valued Information System

Fasheng Cao

Abstract

Since the Polish mathematician Z. Pawlak established the logical system of infor-
mation tables, there have been studies on various information systems and their logics.
Set-valued information systems have important applications in machine learning. In this
paper, necessity of establishing the axiomatic system for set-valued information system
is derived from a specific example of set-valued information system. Firstly, the seman-
tics of modal operators are given by means of compatibility relation; Then the syntax
and semantics of the logic for set-valued information system are given; Finally, the ax-
ioms and reasoning rules of the axiom system for the set-valued information system are
established, and the reliability and completeness of the logic system for the set-valued in-
formation system are proved by using traditional methods. In terms of the logic essence,
the logic system for set-valued information system is a multimodal logic system, which
also gives a perfect interpretation of multimodal logic.
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