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基于广义框架的概率认知逻辑

邓美林 郭美云

摘 要：概率认知逻辑将认知和概率推理融合到同一个逻辑框架中。本文提出了一

个基于广义框架的概率认知模型，并讨论了这一模型与已有两种概率认知模型的关系。

基于广义框架的概率认知模型能为任意概率认知逻辑公式指派概率，因而是一种比较

理想的概率认知逻辑语义模型。本文给出了一个可靠且完全的概率认知逻辑公理系统，

提出并证明了概率函数存在引理，进而给出了这一逻辑的完全性证明。最后，本文运用

这一逻辑刻画了混合策略博弈的两种状态，为进一步讨论混合策略博弈奠定了基础。
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1 引言

概率认知逻辑最早由费金（R. Fagin）和哈尔彭（J. Y. Halpern）在 [7]中提出，
他们将概率公理结合到认知逻辑中，提出了概率认知逻辑的公理化系统，讨论了

完全性，可判定性和模型的一些特殊性质。巴尔塔格（A. Baltag）、范·本特姆
（J. van Benthem）、库伊（B. P. Kooi）等人分别在 [2, 3, 9]中推进了概率认知逻辑
在概率认知动态化方面的研究，并提出了另一种概率指派方法。概率认知逻辑语

义模型可以据其关于概率指派的不同方法概括为两种1：将概率函数建立在概率空

间上的概率空间认知模型，文献 [1, 5, 7, 11]采用了这种方法；将概率函数建立在
每一个可能世界上的离散概率认知模型，文献 [2, 3, 5, 9]采用了这种方法。

收稿日期：2022­02­31；修订日期：2022­05­23
作者信息：

　　　　　　　

邓美林 西南大学逻辑与智能研究中心

mldeng_phi@126.com
郭美云 西南大学逻辑与智能研究中心

guomy007@swu.edu.cn

　　基金项目：国家社科基金重点项目“概率更新的动态认知逻辑研究”（21AZX013）；西南大学创新研究 2035
先导计划（SWUPilotPlan030）。
　　致　　谢：感谢第 15 届全国现代逻辑学术研讨会的三位评审专家提出的详细审稿意见，感谢熊作军老师在
讨论班上提供的帮助，感谢李小五老师和王轶老师在第 15届全国现代逻辑学术研讨会上提出的建议。
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采用概率空间认知模型的做法无法保证所有公式都被指派概率。因而如果所

有给定的命题都有概率，概率空间认知模型就不能恰当地刻画这种情形下的概率

推理。为了让模型能够为给定语言中的所有公式指派概率，文献 [7]定义了一个
关于原子命题和三个关于概率函数的特殊性质2，前者使得所有命题逻辑公式是可

测的，后者使得认知逻辑公式和概率公式是可测的。但是就模型的可测问题而言，

这一方案中的限定过强了。文献 [5]注意到广义框架中可允许赋值集与 σ­代数3的

共通点，并据这一共通点提供了一个更好的方案。但是为了解决概率公式的可测

问题，这一方案给出的定义过于繁琐，模型构造的可操作性不强。离散概率认知

模型为每个可能世界指派概率，因而不存在概率公式的可测问题。但离散概率认

知模型不能在可数无穷多个世界的情形下为所有世界指派相等的概率。4

文献 [4]给出的广义框架中关于可允许赋值集的定义与概率空间中的 σ­代数
的定义相似。广义框架的英文表述为 general frame，可允许赋值集的英文表述为
set of admissible valuations。可允许赋值集对运算封闭性的要求在一定程度上可以
解决 [7]指出的公式不可测问题，同时它又能解决离散概率认知模型面临的问题。
因此，我们尝试用广义框架代替普通框架，并将概率指派到可允许赋值集上。我

们给出了一个可靠且完全的概率认知逻辑公理系统并表明这一逻辑适用于谈论混

合策略博弈。

本节以后的内容安排如下：第二节介绍基于广义框架的概率认知逻辑的语言、

语义和公理系统 PELG（Probabilistic Epistemic Logic based on General frame），并
通过模型比较，明确了基于广义框架的概率认知模型的优势；第三节证明 PELG
的可靠性和完全性；第四节运用基于广义框架的概率认知模型刻画混合策略博弈

的两种状态；第五节总结本文的主要工作和一些有待研究的问题。

2 基于广义框架的概率认知逻辑 PELG

2.1 PELG语言

定义 2.1 (形式语言 LPELG). 令 At表示原子命题集，Ag表示有穷主体集，概率认
知逻辑公式 LPELG定义如下。

φ ::= p | ¬φ | (φ ∨ φ) | Kiφ | (a1Pi(φ1) + a2Pi(φ2) + · · ·+ anPi(φn) ≥ b)

其中，a1, . . . , an和 b是任意有理数，a1Pi(φ1)+a2Pi(φ2)+ · · ·+anPi(φn) ≥ b

2参考文献 [7]的引理 3.1，其中的四个特殊性质分别为 PMEAS，CONS，OBJ和 UNIF。
3集合X 的 σ­代数是一个包含X，对补运算和可数并运算封闭的X 的子集的集合。
4假设可能世界集是可数无穷的，令主体 i 在世界 w 上给每个可能世界指派概率为 1

ϵ
，
∑ϵ+1

n=1 µi,w(wn) =

1 + 1
ϵ
，而这与

∑
u∈W µi,w(u) = 1这一要求相矛盾。
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是基本概率公式，表示主体关于 φ1, . . . , φn的概率。据定义，Pi(φ) ≥ b是概率公

式，表示在主体 i看来，φ的概率大于等于 b。Pi(φ1) ≥ Pi(φ2)也是概率公式，表

示在主体 i看来，φ1的概率大于等于 φ2的概率。我们称
∑n

k=1 akPi(φk)为项，记

为 t，当括号在公式最外层时，通常略去不写。

如下 LPELG公式都可通过以上公式得到定义：φ→ ψ，φ∧ψ，φ↔ ψ，⊤，⊥，
K̂iφ，t ≤ b，t < b，t > b，t1 ≥ t2，t1 ≤ t2，t1 < t2，t1 = t2，t1 > t2。

2.2 基于广义框架的概率认知模型

定义 2.2 (模型). 给定有穷主体集 Ag和命题逻辑原子公式集 At，一个基于广义框
架的概率认知模型M = ⟨W,Ri, A, µ, V ⟩i∈Ag，其中W 是非空的可能世界集，Ri

是主体 i的认知可及关系（等价关系），A ⊆ ℘(W )是可允许赋值集，即 A是非空
集且满足：

1. X ∈ A ⇒W\X ∈ A；
2. X1, X2, . . . ∈ A ⇒

∪∞
i=1Xi ∈ A；5

3. X ∈ A ⇒ mKi
(X) ∈ A，其中 mKi

(X) = {w ∈ W | Ri[w] ⊆ X}，这里
Ri[w] = {w′ ∈W | Riww′}。

V : At → A 是命题逻辑原子公式赋值函数，我们称之为可允许赋值，µ :

Ag ×W → (A → [0, 1])是概率函数，为每一个主体 i在每个世界 w 上给 A中的
每个世界集指派一个 0到 1区间上的有理数，使得

1. µi,w(W ) = 1；

2. 对于任意X1, X2, . . . ∈ A，如果对于任意Xj ̸= Xk，都有Xj ∩Xk = ∅，那
么 µi,w(

∪∞
j=1Xj) =

∑∞
j=1 µi,w(Xj)；

3. 对于任意 X1, . . . , Xn ∈ A，{w ∈ W |
∑n

k=1 ak · µi,w(Xk) ≥ b} ∈ A，其中
n ≥ 1，ak, b ∈ Q。

⟨W,Ri,A, µ⟩i∈Ag 是一个概率认知广义框架，记为 F，我们称 ⟨W,A⟩是一个
可测空间，称 ⟨W,A, µ⟩是一个测度空间。在以下行文中，在不引起混淆的情况下，
概率认知模型都是指基于广义框架的概率认知模型。

关于可允许赋值集 A的三个条件分别表明，可允许赋值集关于补运算、并运
算、模态运算封闭。概率函数的前两个条件是对概率的一般性要求。概率函数的

第三个条件表明，如果对于任意 W 的子集 W ′，任意 X ∈ A和任意 w, u ∈ W ′，

5此处定义的可允许赋值集对可数并运算封闭，是对广义框架中的有穷并运算封闭条件的推广，广义框架的定

义可参见文献 [4]第 29页。如果一个集合对可数并运算封闭，那么它一定对有穷并运算封闭。
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都有 µi,w(X) = µi,u(X)，那么，W ′ ∈ A。6换言之，可允许赋值集关于概率运算

也是封闭的。

定义 2.3 (语义). 给定概率认知模型M = ⟨W,Ri,A, V, µ⟩i∈Ag，对于任意世界 w ∈
W，LPELG­公式在点模型 (M, w)上为真记为M, w |= φ，定义如下。

• M, w |= p当且仅当 w ∈ V (p)；

• M, w |= ¬φ当且仅当M, w ̸|= φ；

• M, w |= φ ∨ ψ当且仅当M, w |= φ或M, w |= ψ；

• M, w |= Kiφ当且仅当对于任意 w′ ∈W，如果 Rww′，那么M, w′ |= φ；

• M, w |=
∑n

k=1 akPi(φk) ≥ b当且仅当
∑n

k=1 ak · µi,w(JφkKM) ≥ b。

给定概率认知模型M，我们定义 φ在模型M中有效当且仅当对于任意 w ∈
W，M, w |= φ，记为M |= φ。给定概率认知广义框架 F = ⟨W,Ri,A, µ⟩i∈Ag，如

果对于任意M = ⟨W,Ri,A, µ, V ⟩i∈Ag，都有M |= φ，那么我们称 φ在概率认知广

义框架F 上有效，记为F |= φ。如果对于任意概率认知广义框架F，都有F |= φ，

我们称 φ在概率认知广义框架类上有效，记为 |= φ。我们用M, w ̸|= φ表示并非

M, w |= φ，即 φ在点模型 (M, w)上不为真。在概率认知模型中，检验一个公式

的概率的前提是这一公式在模型中有概率，即公式在模型中可测（Measurable）。

定义 2.4 (可测). 给定概率认知模型M，令 JφKM = {w | M, w |= φ}表示公式 φ

的外延，一个 LPELG­公式 φ在M中是可测的当且仅当 JφKM ∈ A。

定理 2.1. 所有 LPELG­公式在概率认知模型中都是可测的。

对 LPELG­公式的结构进行归纳易证定理 2.1。概率认知模型定义表明，可允许
赋值集关于补运算、并运算、模态运算的封闭性要求，分别对应于公式的否定、公

式的合取以及公式的模态。命题逻辑原子公式赋值函数保证了所有给定的命题逻

辑原子公式的外延都在可允许赋值集中。再据以上封闭性条件，可得所有据给定

的命题逻辑原子公式生成的 LPELG­认知公式（不含概率公式）的外延都在可允许
赋值集中。

可允许赋值集同时也是 σ­代数，由可能世界集、可允许赋值集和概率函数组
成一个概率测度空间 ⟨W,A, µ⟩。概率函数为 σ­代数即可允许赋值集中的每一个元
素指派概率。因此，所有给定的LPELG­认知公式的外延都被指派了概率。再据概率
函数的第三个条件可知，所有 LPELG­概率公式的外延也都在可允许赋值集中，这
使得所有 LPELG­公式的外延都被指派了概率，据定义 2.4可知，所有 LPELG­公式
都是可测的。因而定义 2.3是良定义的。

6如果对于任意w, u ∈ W ′，都有µi,w(X) = µi,u(X)，那么，对于任意 ak, b ∈ Q，
∑n

k=1 ak ·µi,w(Xk) ≥ b

当且仅当
∑n

k=1 ak ·µi,u(Xk) ≥ b，因此，据概率函数的第三个条件，{w ∈ W | w ∈ W ′} ∈ A，即W ′ ∈ A。
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[5]提出了一个广义 σ­代数7，但没有明确地定义出基于广义框架的概率认知

模型。据命题 2.2可知，这一方案所定义的模型等价于本文定义的概率认知模型。
相对而言，本文定义的概率认知模型更为简洁、易于构造。此外，基于广义框架

的概率认知模型由于保留了概率空间的性质而能够在可能世界集是可数无穷的情

况下为不同的世界子集指派均等概率。

需要指出，本文没有对模型中的广义框架做具体限定，且普通框架8是广义框

架的特例。在本文的基础上，可以定义一类具有某些特性的广义框架，从而扩充

概率认知逻辑公理系统。[4]主要从可允许赋值集的角度定义了几类广义框架（第
30、第 308页），比如限定可允许赋值集包含所有有穷集和余有穷集（co­finite）、
令可允许赋值集是可区分的（differentiated）等等。此外，还可以定义一些特殊的
概率函数，进而讨论知识与概率、信念与概率的互动关系。9

2.3 模型的比较

[5] 比较了概率模型和离散概率模型，并指出离散概率模型是概率模型的特
例。令M = ⟨W,ν, V ⟩ 是一个离散概率模型, 其中 ν 是一个概率函数，在每个世

界上为每个世界指派一个概率。令 {ν+(X) =
∑

x∈X ν(x) | X ∈ ℘(W )}，那么
M+ = ⟨W,℘(W ), ν+, V ⟩ 是一个由离散概率模型 M 生成的概率模型。10同理可

得，离散概率认知模型是概率空间认知模型的特例。本文定义的概率认知模型是

第三种模型，因此有必要讨论一下三者的关系，本文从模型等价的角度展开讨论。

定义 2.5. 任给概率认知模型M 和M′，M 和M′ 是 LPELG­等价的，若对于任意
LPELG­公式 φ，M |= φ当且仅当M′ |= φ，记为M ↭ M′。

离散概率认知模型的概率指派和概率运算都比较简单。[9]最早定义了离散概
率认知模型，用以讨论概率动态认知逻辑。11由于离散概率认知模型的定义相对

简单，本文只给出离散概率认知模型与基于广义框架的概率认知模型的一个比较

结果，有兴趣的读者可参考文献 [3]的定义 1、[5]的定义 4.4和 [9]的定义 1。事
实上，离散概率认知模型是基于广义框架的概率认知模型的一个特例，当可允许

7即 general σ­ algebra，参考文献 [5]定义 4.6。
8普通框架指的是 ⟨W,R⟩，当可允许赋值集 A = ℘(W )时，⟨W,R,A⟩就是一个普通框架。
9为了刻画某种知识与概率的互动，可以对概率函数作如下要求：对于任意X ∈ A，Ri[w] ⊆ X ，当且仅当

µi,w(X) = 1，可以称这一性质为“知识­概率一致性”。
10关于概率模型与离散概率模型、概率空间认知模型和离散概率认知模型的关系的详细讨论参考文献 [5]第 4.2.1

节和 4.5.1节。
11在动态的概率认知逻辑中通常都采用这一模型，[9]运用这一模型讨论了三门问题12，[2]运用这一模型讨论了

信息瀑布（informational cascade）。信息瀑布的详细讨论参考文献 [2]第 3节。
12三门问题即蒙提霍尔问题（the Monty Hall Dilemma），参考 [9]，6.2节。
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赋值集 A = ℘(W )时，这样的基于广义框架的概率认知模型就等价于一个离散概

率认知模型。

在概率认知模型中，我们将概率指派给可允许赋值集中的元素，而不再为每一

世界构造一个概率空间，但是每个世界上的概率指派却可以是不同的。也就是说，

我们预设主体在每一个可能世界上都有一个相同的可测空间，但并不预设主体在

每一个可能世界上具有相同的测度空间。因此，概率空间认知模型在每个世界上

建立一个概率空间的要求实质上可以通过概率指派来实现。我们通过命题 2.2表
明，如果所有给定命题的概率都是可测的，那么采用基于广义框架的概率认知模

型来定义语义更为简洁，而这一模型与概率空间认知模型具有同等的刻画能力。

定义 2.6 (概率空间认知模型). 给定有穷主体集 Ag和命题逻辑原子公式集 At，概
率空间认知模型Mu 是一个四元组 ⟨W,Ri,P, V ⟩i∈Ag，其中W 是非空的可能世界

集，Ri是主体 i的认知可及关系（等价关系），V : At → ℘(W )是命题逻辑原子公

式赋值函数，Pi,w= ⟨Si,w,Ai,w, ξi,w⟩是概率空间，其中：

• Si,w ⊆W 是主体 i在世界 w上的样本空间；

• Ai,w 是 Si,w 上的 σ­代数；
• ξi,w : Ai,w → [0, 1]是主体 i在世界 w上的概率函数，使得 ξi,w(Si,w) = 1，且

对于任意 X1, X2, . . . ∈ Ai,w，如果对于任意 Xi ̸= Xj，都有 Xi ∩ Xj = ∅，
那么 ξi,w(

∪∞
i=1Xi) =

∑∞
i=1 ξi,w(Xi)。

定义 2.7. 概率空间认知模型Mu 具有可测性当且仅当存在 ℘(W )上的 σ­代数 A，
使得 V : At → A，并且对于任意 i ∈ Ag，任意 w ∈W，

• 如果 X ∈ A，那么mKi
(X) ∈ A；

• 对于任意 X1, . . . , Xn ∈ A，{w ∈ W |
∑n

k=1 ak · µi,w(Xk ∩ Si,w) ≥ b} ∈ A，
其中 n ≥ 1，ak, b ∈ Q；

• {Si,w ∩X | X ∈ A} ⊆ Ai,w。

概率空间认知模型的可测性定义最早出现在 [5]的定义 4.6，[5]定义的广义
σ­代数A只能保证命题逻辑公式和认知逻辑公式是可测的，为了使得概率公式在
模型中是可测的，[5]对概率空间 Pi,w 做了限定。与此不同，定义 2.7将类似的限
定增加到广义 σ­代数的定义中。
我们将具有可测性的概率空间认知模型记为Mmeas

u 。公式 φ在Mmeas
u 中是可

测的当且仅当 JφKMmeas
u ∈ A，且对于任意 Ai,w，Si,w ∩ JφKMmeas

u ∈ Ai,w。在具有可

测性的概率空间认知模型中，概率公式的语义定义如下：

Mmeas
u , w |=

∑n
k=1 akPi(φk) ≥ b当且仅当

∑n
k=1 ak · ξi,w(Si,w ∩ JφkKMmeas

u ) ≥ b。

易证如下两个命题成立。命题 2.2表明，任意具有可测性的概率空间认知模型都
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等价于一个基于广义框架的概率认知模型。

命题 2.1. 所有 LPELG­公式在具有可测性的概率空间认知模型Mmeas
u 中都是可

测的。

命题 2.2. 任给Mmeas
u =⟨W,Ri,A,P, V ⟩i∈Ag，令M′ = ⟨W ′, R′

i,A, µ, V ′⟩i∈Ag是一个

基于广义框架的概率认知模型，使得W ′ =W，R′
i = Ri，A = A，V ′ = V，且对

于任意 X ∈ A和 Si,w ∩X ∈ Ai,w，µi,w(X) = ξi,w(Si,w ∩X)，则Mmeas
u 和M′是

等价的，记为Mmeas
u ↭ M′。

概率空间认知模型要求在每一个可能世界上为每一个主体构造一个概率空间

Pi,w，相应地，概率公式的语义定义要求为公式 φ的外延 JφKM 与一个样本空间
Si,w构成的交集 JφKM ∩Si,w指派概率。在基于广义框架的概率认知模型中，概率
指派针对的是可允许赋值集中的元素，因而不用考虑不同的概率空间问题，概率

被指派给每个公式的外延，而不用再求交集。并且，命题 2.2表明，如果给定命题
的概率都是可测的，那么基于广义框架的概率认知模型与概率空间认知模型具有

同等的刻画能力。

2.4 PELG公理系统

定义 2.8 (PELG 公理系统). PELG 是一个包含如下公理模式和变形规则的证明
系统。

Taut 所有经典命题逻辑重言式例示
K1 Ki(φ→ ψ) → (Kiφ→ Kiψ) 认知分配公理

K2 Kiφ→ φ 认知真公理

K3 Kiφ→ KiKiφ 正自省公理

K4 ¬Kiφ→ Ki¬Kiφ 负自省公理

I1 (
∑n

k=1 akPi(φk) ≥ b) ↔
(
∑n

k=1 akPi(φk) + 0Pi(φn+1) ≥ b) 零项公理

I2 (
∑n

k=1 akPi(φk) ≥ b) → (
∑n

k=1 ajkPi(φjk) ≥ b) 排列公理

I3 (
∑n

k=1 akPi(φk) ≥ b) ∧ (
∑n

k=1 a
′
kPi(φk) ≥ b′) →

(
∑n

k=1(ak + a′k)Pi(φk) ≥ b+ b′) 加项公理

I4 (
∑n

k=1 akPi(φk) ≥ b) ↔
(
∑n

k=1 dakPi(φk) ≥ db)(d > 0) 乘法公理

I5 (t ≥ b) ∨ (t ≤ b) 二分法公理

I6 (t ≥ b) ∧ (b ≥ c) → (t ≥ c) 传递性公理
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W1 Pi(φ) ≥ 0 非负性公理

W2 Pi(⊤) = 1 规范性公理

W3 (Pi(φ ∧ ψ) = 0) → (Pi(φ ∨ ψ) = Pi(φ) + Pi(ψ)) 可加性公理

MP ⊢ φ→ ψ, ⊢ φ ⇒ ⊢ ψ 分离规则

NK ⊢ φ ⇒ ⊢ Kiφ 认知必然化规则

R1 ⊢ t = t′ ⇒ ⊢ φ(t) ↔ φ(t′/t) 等量代换规则

R2 ⊢ φ→ ψ ⇒ ⊢ Pi(ψ) ≥ Pi(φ) 概率蕴涵规则

本文用 ⊢PELG φ表示φ在 PELG中是可演绎的，也称φ是 PELG的定理。PELG
中 φ的一个演绎指的是一个有穷长度的公式序列，序列最后的公式是 φ，序列中

的任一公式或者是 PELG的公理，或者是运用 PELG的某一规则从序列中前面的
公式得到的。在不引起混淆的情况下，我们都用 ⊢表示 ⊢PELG。

易证如下命题：

命题 2.3. PELG定理和导出规则：

1. Pi(⊥) = 0；

2. Pi(¬φ) = 1− Pi(φ)；

3. ⊢ φ↔ ψ ⇒ ⊢ Pi(φ) = Pi(ψ)。

3 可靠性和完全性

定理 3.1 (可靠性). 对于任意 LPELG­公式 φ，⊢ φ ⇒ |= φ。

据语义定义，可证所有 PELG­公理在任意概率认知模型M中是有效的，所有

PELG­规则在概率认知模型M中保持有效性。13可参考 [6–8]中的相关证明，由
于篇幅所限，这里略去证明。

定义 3.1 (闭包). 任给 LPELG­公式 φ，φ的闭包 cl(φ)指的是使得 φ ∈ cl(φ)且满足

如下条件的最小公式集：

• 如果 ψ ∈ cl(φ)，那么 Sub(ψ) ∈ cl(φ)；14

• 如果 ψ ∈ cl(φ)并且 ψ不是一个形如 ¬φ的公式，那么 ¬ψ ∈ cl(φ)。

定义 3.2 (Φ的极大一致集). 令 Φ为某 LPELG­公式的闭包，Γ是 Φ的极大一致集当

且仅当 Γ ⊆ Φ，Γ ̸⊢ ⊥，且如果 Γ′ ⊆ Φ且 Γ ⊂ Γ′，那么 Γ′ ⊢ ⊥。
13一个规则保持有效性当且仅当据这一规则从有效式只能推出有效式。
14Sub(φ)表示 φ的所有子公式的集合。
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定义 3.3 (典范模型). 令Φ为任意LPELG­公式的闭包，Φ的典范模型Mc = ⟨W c, Rci ,

Ac, µc, V c⟩i∈Ag，满足

• W c = {wc | wc是Φ的极大一致集}；
• Rciwcuc当且仅当 {Kiφ | Kiφ ∈ wc} = {Kiφ | Kiφ ∈ uc}；
• Ac = ℘(W c)；15

• µc : Ag → (W c → (Ac → [0, 1]))，使得 µci,wc
(W c) = 1，且满足

1. 对于任意X1, X2, . . . ∈ Ac，如果对于任意Xj ̸= Xk，Xj ∩Xk = ∅，那
么 µci,wc

(
∪∞
j=1Xj) =

∑∞
j=1 µ

c
i,wc

(Xj)；

2. 对于任意Xk ∈ Ac，如果X1, . . . , Xn ∈ Ac，那么 {wc ∈W c |
∑n

k=1 ak ·
µci,wc

(Xk) ≥ b} ∈ Ac，其中 n ≥ 1，ak, b ∈ Q；
3. 对于 Φ中公式

∑n
k=1 akPi(φk) ≥ b，如果

∑n
k=1 akPi(φk) ≥ b ∈ wc，则

令
∑

w′
c∈W c cw′

c
µi,wc

({w′
c}) ≥ b；如果

∑n
k=1 akPi(φk) < b ∈ wc，则令∑

w′
c∈W c cw′

c
µi,wc

({w′
c}) < b，其中 cw′

c
是一个系数。

• V c(p) = {wc ∈W c | p ∈ wc}。

引理 3.1 (林登鲍姆（Lindenbaum）引理). 令 Φ为任意一个 LPELG­公式的闭包，任
意 Φ的一致的子集都可以生成一个 Φ的极大一致集。

证明与经典认知逻辑相似，参考 [6]，此处略去证明。

命题 3.1. 令 Φ为某 LPELG­公式的闭包，Mc = ⟨W c, Rci ,Ac, µc, V c⟩i∈Ag 为 Φ的典

范模型，wc, uc是W c中的极大一致集，以下命题均成立：

1. wc是演绎封闭的：对于任意 φ ∈ Φ，如果 ⊢ wc → φ，那么 φ ∈ wc；

2. 如果 φ ∈ Φ，那么 φ ∈ wc当且仅当 ¬φ ̸∈ wc；

3. 如果 φ ∨ ψ ∈ Φ，那么，φ ∨ ψ ∈ wc当且仅当 φ ∈ wc或 ψ ∈ wc；

4. 如果 Kiψ ∈ Φ，那么 {Kiφ | Kiφ ∈ wc} ⊢ ψ 当且仅当 {Kiφ | Kiφ ∈ wc} ⊢
Kiψ；

5. 令
∧
wc,
∧
uc分别为wc, uc中所有公式的合取，如果wc ̸= uc，那么⊢

∧
wc →

¬
∧
uc；

6. 令
∧
wc 为 wc 中所有公式的合取，对于任意一致的 LPELG­公式 ψ ∈ Φ，⊢

ψ ↔
∨

{wc∈W c|ψ∈wc}
∧
wc；

7. 任给一致的 LPELG­公式 ψ ∈ Φ，⊢ Pi(ψ) =
∑

{wc∈W c|ψ∈wc} Pi(
∧
wc)。

8. 如果 φ1, . . . , φn ∈ Φ都是一致的，那么存在 cw′
c
，使得 ⊢

∑n
k=1 akPi(φk) ≥

b↔
∑

w′
c∈W c cw′

c
Pi(
∧
w′
c) ≥ b。

15满足这一条件的广义框架就是 [4]中定义的满 (full)的广义框架。
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证明. 易证 1，2，3，4成立，可参考 [6]。

5. 设 wc ̸= uc，据极大一致集定义，存在 φ1, . . . , φm ∈ Φ使得 φ1, . . . , φm ∈ wc

且 φ1, . . . , φm ̸∈ uc，据命题 3.1.2，则 ¬φ1, . . . ,¬φm ∈ uc，令 wc ∩ uc =

{ψ1, . . . , ψn}。据命题逻辑可得，⊢ φ1 ∧ · · · ∧φm ∧ψ1 ∧ · · · ∧ψn → φ1 ∨ · · · ∨
φm∨¬(ψ1∧ · · ·∧ψn)，再据命题逻辑可得，⊢ φ1∧ · · ·∧φm∧ψ1∧ · · ·∧ψn →
¬(¬φ1 ∧ · · · ∧ ¬φm ∧ (ψ1 ∧ · · · ∧ ψn))，因此，⊢

∧
wc → ¬

∧
uc。

6. 任给一致的 LPELG­公式 ψ，令 Γ = {ψ,φ1, . . . , φn}为 ψ的所有子公式组成的

公式集。首先证明 ⊢ ψ ↔ (ψ∧φ1∧· · ·∧φn)∨ (ψ∧¬φ1∧· · ·∧φn)∨· · ·∨ (ψ∧
¬φ1 ∧ · · · ∧¬φn)。对其长度进行归纳，归纳基础，当 n = 1时，据命题逻辑，

ψ ↔ (ψ∧φ1)∨(ψ∧¬φ1)。归纳假设，当 n = k时，设ψ ↔ (ψ∧φ1∧· · ·∧φk)∨
· · · ∨ (ψ ∧¬φ1 ∧ · · · ∧ ¬φk)，据命题逻辑，φk ↔ (φk ∧φk+1)∨ (φk ∧¬φk+1)，

¬φk ↔ (¬φk ∧ φk+1) ∨ (¬φk ∧ ¬φk+1)。据命题逻辑等值替换规则，ψ ↔
(ψ ∧φ1 ∧ · · · ∧ ((φk ∧φk+1)∨ (φk ∧¬φk+1)))∨ · · · ∨ (ψ ∧¬φ1 ∧ · · · ∧ ((¬φk ∧
φk+1)∨(¬φk∧¬φk+1)))。据命题逻辑重言式 (φ∧(ψ∨λ)) ↔ ((φ∧ψ)∨(φ∧λ))
和 MP，ψ ↔ (ψ ∧ φ1 ∧ · · · ∧ φk+1) ∨ · · · ∨ (ψ ∧ ¬φ1 ∧ · · · ∧ ¬φk+1)。因此，

⊢ ψ ↔ (ψ ∧ φ1 ∧ · · · ∧ φn) ∨ · · · ∨ (ψ ∧ ¬φ1 ∧ · · · ∧ ¬φn)。设 (ψ ∧ φ1 ∧
· · · ∧ φn) ∨ · · · ∨ (ψ ∧ ¬φ1 ∧ · · · ∧ ¬φn)中有 k 个析取支是矛盾式，分别记

矛盾式合取支和非矛盾式合取支为 Γ1, . . . ,Γk 和 ∆1, . . . ,∆m，其中 k ≥ 0，

m ≥ 1，则 ψ ↔ (Γ1 ∨ · · · ∨ Γk) ∨ (∆1 ∨ · · · ∨ ∆m)。再据命题逻辑重言式

φ ↔ (φ ∨ ⊥)，ψ ↔ (∆1 ∨ · · · ∨∆m)，即 ψ ↔
∨

{wc∈W c|ψ∈wc}
∧
wc。因此，

⊢ ψ ↔
∨

{wc∈W c|ψ∈wc}
∧
wc。

7. 据命题 3.1.6和 2.3.3得，Pi(ψ) = Pi(
∨

{wc∈W c|ψ∈wc}
∧
wc)。据命题 3.1.5和命

题逻辑，对于任意wc, uc ∈W c，如果wc ̸= uc，那么 (
∧
wc)∧(

∧
uc) ↔ ⊥。则据

命题 2.3.1，对于任意wc, uc ∈W c，如果wc ̸= uc，那么Pi((
∧
wc)∧(

∧
uc)) = 0。

多次运用可加性公理和等量代换规则得，Pi(ψ) =
∑

{wc∈W c|ψ∈wc} Pi(
∧
wc)。

8. 设φ1, . . . , φn都是一致的。令w1,1
c , . . . , w1,k1

c ，. . .，wn,1c , . . . , wn,knc 分别为包含

φ1, . . . , φn的W c中的极大一致集，令w1,k1+1
c , . . . , w1,k1+l1

c , . . . , wn,kn+1
c , . . . ,

wn,kn+lnc 分别为不包含 φ1, . . . , φn 的 W c 中的极大一致集。据命题 3.1.7，
a1Pi(φ1) = a1Pi(

∧
w1,1
c )+ · · ·+a1Pi(

∧
w1,k1
c ), . . . , anPi(φn) = anPi(

∧
wn,1c )

+ · · ·+anPi(
∧
wn,knc )。据等量代换规则，

∑n
k=1 akPi(φk) ≥ b↔ a1Pi(

∧
w1,1
c )

+ · · ·+a1Pi(
∧
w1,k1
c )+· · ·+anPi(

∧
wn,1c )+· · ·+anPi(

∧
wn,knc ) ≥ b。据代数合

并同类项运算和排列公理，存在 c1, . . . , ck和w1
c , . . . , w

k
c，使得

∑n
k=1 akPi(φk)

≥ b↔ c1Pi(
∧
w1
c)+· · ·+ckPi(

∧
wkc )。令 (wk+1

c ∪· · ·∪wk+lc )∩{φ1, . . . , φn} =
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∅，16据零项公理，c1Pi(
∧
w1
c) + · · · + ckPi(

∧
wkc ) ≥ b ↔ c1Pi(

∧
w1
c) +

· · · + ckPi(
∧
wkc ) + 0(Pi(

∧
wk+1
c ) + · · · + Pi(

∧
wk+lc )) ≥ b。据命题逻辑，∑n

k=1 akPi(φk) ≥ b ↔ c1Pi(
∧
w1
c) + · · · + ckPi(

∧
wkc ) + 0(Pi(

∧
wk+1
c ) +

· · ·+Pi(
∧
wk+lc )) ≥ b。再据排列公理，存在 cw′

c
, w′

c，使得
∑n

k=1 akPi(φk) ≥
b↔

∑
w′

c∈W c cw′
c
Pi(
∧
w′
c) ≥ b。

命题 3.1.6、3.1.7和 3.1.8要求公式是一致的，原因在于wc是极大一致集，对于

任意不一致的公式 ψ，{wc ∈W c | ψ ∈ wc} = ∅。因而不存在
∨

{wc∈W c|ψ∈wc}
∧
wc，

使得 ⊢ ψ ↔
∨

{wc∈W c|ψ∈wc}
∧
wc。至此我们已经为证明真值引理做好了准备；但

是还需要证明典范模型中定义的概率函数确实是存在的。对于闭包中的公式 φ和

ψ，如果 ⊢ φ → ψ，那么据概率蕴涵规则，Pi(ψ) ≥ Pi(φ)；如果 ̸⊢ φ → ψ，那么

Pi(φ) = a且 Pi(ψ) = b，其中 a, b ∈ Q是任意的。证明典范模型中定义的概率函
数确实存在其实是证明典范概率函数能满足概率公式之间的这两种不同的关联。

推论 3.1. 令Mc是 Φ的典范模型，对于任意一致的公式 φ,ψ ∈ Φ，如果 ̸⊢ φ→ ψ，

那么，存在 wc ∈W c，使得 φ ∈ wc且 ψ ̸∈ wc。

证明. 给定 φ,ψ ∈ Φ，令 φ和 ψ都是一致的，设 ̸⊢ φ→ ψ，据命题逻辑，{φ,¬ψ}
是一致的，据引理 3.1，{φ,¬ψ}将生成一个 Φ的极大一致集 Γ。据定义 3.3，存
在 wc ∈W c，使得 Γ = wc。据命题 3.1.2，ψ ̸∈ wc。

推论 3.2. 令Mc 是 Φ的典范模型，令 φ1, . . . , φn ∈ Φ都是一致的，且对于任意

φi, φj ∈ {φ1, . . . , φn}, ̸⊢ φi → φj，那么，对于任意 φk ∈ {φ1, . . . , φn}，都存在
wc ∈W c，使得 φk ∈ wc且对于任意 φl ̸= φk，φl ̸∈ wc。

证明. 令 φ1, . . . , φn ∈ Φ都是一致的，设对于任意 φi, φj ∈ {φ1, . . . , φn}，̸⊢ φi →
φj，给定 φk ∈ {φ1, . . . , φn}，令 φl ̸= φk，据题设， ̸⊢ φk → φl。据推论 3.1，存
在 wc ∈W c，使得 φk ∈ wc且 φl ̸∈ wc。

定义 3.4. 令 Φ 是一公式的闭包，对于任意概率公式
∑m

k=1 akPi(φk) ≥ b,
∑n

k=1

akPi(ψk) ≥ c ∈ Φ，
∑m

k=1 akPi(φk) ≥ b和
∑n

k=1 akPi(ψk) ≥ c ∈ Φ是概率独立的当

且仅当对任意 χj , χk ∈ {φ1, . . . , φm, ψ1, . . . , ψn}，̸⊢ χj → χk；
∑m

k=1 akPi(φk) ≥ b

和
∑n

k=1 akPi(ψk) ≥ c ∈ Φ是概率关联的当且仅当存在 χj , χk ∈ {φ1, . . . , φm, ψ1,

. . . , ψn}，⊢ χj → χk。

引理 3.2 (概率函数存在引理). 令 Φ 为某一公式的闭包，Mc = ⟨W c, Rci ,Ac, µc,
V c⟩i∈Ag是 Φ的典范模型，对于任意概率公式

∑m
k=1 akPi(φk) ≥ b,

∑n
k=1 akPi(ψk)

16即 wk+1
c , . . . , wk+l

c 都不包含 {φ1, . . . , φn}中的任何一个公式。
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≥ c ∈ Φ，如果二者是概率独立的，那么对于任意 (Mc, wc)，Mc, wc |=
∑m

k=1 ak

Pi(φk) ≥ b 且 Mc, wc |=
∑n

k=1 akPi(ψk) ≥ c，且不存在一个确定的数 k，使得

b = k · c；如果二者是概率关联的，那么存在一个确定的数 k，使得 b = k · c。

证明. 任给公式φ及其闭包Φ。令
∑m

k=1 akPi(φk) ≥ b,
∑n

k=1 akPi(ψk) ≥ c ∈ Φ。设

二者是概率独立的，即对于任意 χj , χk ∈ {φ1, . . . , φm, ψ1, . . . , ψn}, ̸⊢ χj → χk。据

推论 3.2，存在wc ∈W c，使得 χj ∈ wc且 χk ̸∈ wc，且存在 uc ∈W c，使得 χk ∈ uc

且 χj ̸∈ uc。令 ∆ = {wc ∈ W c | χj , χk ∈ wc}，即 ∆ ⊂ W c 是同时包含 χj , χk 的

极大一致集集合。据命题 3.1.7，Pi(χj) =
∑

w′
c∈∆ Pi(

∧
w′
c) +Pi(

∧
wc)，Pi(χk) =∑

w′
c∈∆ Pi(

∧
w′
c)+Pi(

∧
uc)。据语义定义，M

c, vc |=
∑

w′
c∈∆ Pi(

∧
w′
c)+Pi(

∧
wc) ≥

m 当且仅当
∑

w′
c∈∆ µ

c
i,vc

(w′
c) + µci,vc(wc) ≥ m，Mc, vc |=

∑
w′

c∈∆ Pi(
∧
w′
c) +

Pi(
∧
uc) ≥ n当且仅当

∑
w′

c∈∆ µ
c
i,vc

(w′
c)+µ

c
i,vc

(uc) ≥ n，由于 µci,vc(wc)和 µci,vc(uc)

二者在概率赋值上互不相干，因此m,n是任意的。进而对任意 (Mc, wc)，M
c, wc |=∑m

k=1 akPi(φk) ≥ b且Mc, wc |=
∑n

k=1 akPi(ψk) ≥ c，且不存在一个确定的数 k，

使得 b = k · c。
设二者是概率关联的，即存在 χj , χk ∈ {φ1, . . . , φm, ψ1, . . . , ψn}，使得 ⊢ χj →

χk，据 R2，⊢ Pi(χk) ≥ Pi(χj)。在这一前提下，据定理 3.1，应当有对于任意
(Mc, vc)，Mc, vc |= Pi(χk) ≥ Pi(χj)。据命题 3.1.7、等量代换规则和语义定
义，Mc, vc |=

∑
{w′

c∈W c|χk∈w′
c}
Pi(
∧
w′
c) ≥

∑
{u′

c∈W c|χj∈u′
c}
Pi(
∧
u′c)，据语义定义，

Mc, vc |=
∑

{w′
c∈W c|χk∈w′

c}
Pi(
∧
w′
c) ≥

∑
{u′

c∈W c|χj∈u′
c}
Pi(
∧
u′c)当且仅当∑

{w′
c∈W c|χk∈w′

c}

µci,vc(w
′
c) ≥

∑
{u′

c∈W c|χj∈u′
c}

µci,vc(u
′
c)。

据题设可知，{w′
c ∈W c | χk ∈ w′

c} ⊇ {u′c ∈W c | χj ∈ u′c}，因此，∑
{w′

c∈W c|χk∈w′
c}

µci,vc(w
′
c) ≥

∑
{u′

c∈W c|χj∈u′
c}

µci,vc(u
′
c)。

据语义定义，Mc, vc |=
∑

{w′
c∈W c|χk∈w′

c}
µci,vc(w

′
c) ≥

∑
{u′

c∈W c|χj∈u′
c}
µci,vc(u

′
c)，即

Mc, vc |= Pi(χk) ≥ Pi(χj)。因此，对于任意 (Mc, wc)，M
c, wc |=

∑m
k=1 akPi(φk) ≥ b

且Mc, wc |=
∑n

k=1 akPi(ψk) ≥ c，其中 b, c具有某种代数运算关系，即存在确定

的数 k，使得 b = k · c。

将典范模型限制在公式的闭包上，是因为公式闭包中的公式是有穷多的。引

理 3.2表明，对于任意有穷且一致的公式集，一定存在满足典范要求的概率函数。
然而，针对一个无穷且一致的公式集，可能不存在这样的概率函数。比如，没有

概率函数能够满足公式集 {Pi(p) < 1} ∪ {Pi(p) ≥ r | r < 1}。由此可知，PELG相
对于概率认知模型没有紧致性，进而 PELG没有强完全性。



邓美林,郭美云 基于广义框架的概率认知逻辑 69

引理 3.3 (典范性). 令 Φ是某 LPELG­公式的闭包，Φ的典范模型Mc是一个概率认

知模型。

证明. 易证Rci 是等价关系，据典范模型定义，µ
c是一个概率函数，据引理 3.2，满

足典范要求的 µc是存在的，其余显然满足概率认知模型定义。

引理 3.4 (真值引理). 令Φ为某LPELG­公式的闭包，令Mc = ⟨W c, Rci ,Ac, µc, V c⟩i∈Ag

是 Φ 的典范模型。对于任意 wc ∈ W c，任意公式 φ ∈ Φ：φ ∈ wc 当且仅当

Mc, wc |= φ。

证明. 对公式 φ ∈ Φ的结构进行归纳证明。归纳基础：设 φ = p，据典范模型的定

义，p ∈ wc当且仅当 wc ∈ vc(p)，即Mc, wc |= p。归纳步骤：

• 当 φ为 ¬ψ、ψ ∧ χ、Kiψ时，证明可参考 [4, 6]。

• 当 φ =
∑n

k=1 akPi(φk) ≥ b 时。分两种情况：其一，φ1, . . . , φn 都是一致

的；其二，存在 φi 是不一致的。如果 φ1, . . . , φn 都是一致的，据定理 3.1、
命题 3.1.8 和语义定义，对于任意型 Mc, wc，Mc, wc |=

∑n
k=1 akPi(φk) ≥

b 当且仅当 Mc, wc |=
∑

w′
c∈W c cw′

c
Pi(
∧
w′
c) ≥ b。据语义定义，Mc, wc |=∑

w′
c∈W c cw′

c
Pi(
∧
w′
c) ≥ b当且仅当

∑
w′

c∈W c cw′
c
µi,wc

(J∧w′
cKM) ≥ b，当且仅

当，
∑

w′
c∈W c cw′

c
µi,wc

({w′
c}) ≥ b，据典范模型关于概率函数的第 3个条件，

当且仅当，
∑n

k=1 akPi(φk) ≥ b ∈ wc。因此，如果 φ1, . . . , φn都是一致的，那

么，Mc, wc |=
∑n

k=1 akPi(φk) ≥ b当且仅当
∑n

k=1 akPi(φk) ≥ b ∈ wc。

如果存在 φi是不一致的，据排列公理，⊢
∑n

k=1 akPi(φk) ≥ b↔
∑u

y=1 ay

Pi(φy) +
∑v

z=u+1 azPi(φz) ≥ b，其中，v > u，φu+1, . . . , φv 是不一致的。

据命题逻辑，对于任意 φj ∈ {φu+1, . . . , φv}，⊢ φj ↔ ⊥。据命题 2.3.3，
对于任意 φj ∈ {φu+1, . . . , φv}，Pi(φj) = Pi(⊥)。据命题 2.3.1，Pi(φj) =

0。据加法公理，
∑v

z=u+1 azPi(φz) = 0
∑v

z=u+1 azPi(φz)。据等量代换规则，

⊢
∑u

y=1 ayPi(φy) +
∑v

z=u+1 azPi(φz) ≥ b ↔
∑u

y=1 ayPi(φy) + 0
∑v

z=u+1

azPi(φz) ≥ b。据零项公理，⊢
∑u

y=1 ayPi(φy) + 0
∑v

z=u+1 azPi(φz) ≥ b ↔∑u
y=1 ayPi(φy) ≥ b。据命题逻辑，⊢

∑u
y=1 ayPi(φy) +

∑v
z=u+1 azPi(φz) ≥

b↔
∑u

y=1 ayPi(φy) ≥ b。再据命题逻辑，⊢
∑n

k=1 ak

Pi(φk) ≥ b ↔
∑u

y=1 ayPi(φy) ≥ b。其中，φ1, . . . , φu 都是一致的。据定

理 3.1和语义定义，对于任意典范模型Mc, wc，Mc, wc |=
∑n

k=1 akPi(φk) ≥
b 当且仅当，Mc, wc |=

∑u
y=1 ayPi(φy) ≥ b。据前面的证明，Mc, wc |=∑u

y=1 ayPi(φy) ≥ b当且仅当，
∑n

k=1 akPi(φk) ≥ b ∈ wc。因此，Mc, wc |=∑n
k=1 akPi(φk) ≥ b当且仅当，

∑n
k=1 akPi(φk) ≥ b ∈ wc。
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[7]提出了一种证明概率认知逻辑完全性的方法，这一方法的核心思想仍然是
构造一个真值引理，使得任意概率认知逻辑公式在一个极大一致集中当且仅当这

一公式在这一极大一致集上可满足。在 [7]的基础上，我们定义了一个典范的概
率认知模型，命题 3.1.8表明，对于满足一定条件的概率公式，我们可以将这一公
式的概率分配到闭包中的所有极大一致集上。而在真值引理的证明中，我们根据

零项公理将这一结论推广到任意概率公式。进而根据概率公式在极大一致集中出

现与否，典范的概率函数为闭包中的所有极大一致集指派概率，闭包中的任意概

率公式就与典范的概率函数联系了起来。为了证明典范的概率函数是存在的，我

们提出并证明了概率函数存在引理，同时表明典范概率认知模型是良定义的。

定理 3.2 (弱完全性). 概率认知逻辑 PELG 相对于概率认知广义框架类是弱完全
的：对于任意 LPELG­公式 φ，|= φ ⇒ ⊢ φ。

证明. 任给 LPELG­公式 φ，令 ̸⊢ φ，那么 {¬φ}是一致的，令 Φ为 {¬φ}的闭包，
据林登鲍姆引理，{¬φ}是 Φ的某个极大一致集 Γ的子集，再据真值引理，存在

Φ的典范模型Mc，使得Mc,Γ |= ¬φ。据引理 3.3，Mc是一个概率认知模型，因

此，̸|= φ。

4 应用

在一些策略式博弈中，没有纯策略纳什均衡或有多个纯策略纳什均衡，但存

在唯一的混合策略纳什均衡。我们用概率认知逻辑为如下协同博弈（Coordination
Game）的混合策略提供一个逻辑解释。

例 1 (协同博弈). 一对情侣打算安排他们的娱乐活动，或者听音乐会，或者看电影。
女士偏好音乐会，男士偏好电影，但他们都宁愿在一起而不愿分开。假设支付矩

阵如图 1。

这一博弈有两个纯策略纳什均衡，分别是两人都选择听音乐会和两人都选择

看电影。在这种情形下，如果有一人先进行公开决策，则另一个人选择跟随是占

优策略。而如果两人同时决策，那么这里得到的纳什均衡并没有提供采取占优决

策的依据。如果主体都考虑了策略的概率指派，则双方就采取了混合策略。17下

面我们用概率认知模型来描述协同博弈的混合策略及主体的认知状态。

首先构造一个概率认知模型：给定主体集 Ag = {1, 2}和命题逻辑原子公式集
At = {C1, C2,M1,M2}，依次表示主体 1选择听音乐会，主体 2选择听音乐会，主

17混合策略的严格定义及详细讨论可参考 [10]。
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2，1 0，0
0，0 1，2

女士

男士
电影

音乐会

电影 音乐会

图 1: 协同博弈支付矩阵

体 1选择看电影，主体 2选择看电影。这里我们用主体 1表示男士，用主体 2表示
女士。令W = {wn | n ∈ N}，R1 = R2 =W 2，令W4k+1 = {w4k+1 ∈W | k ∈ N}，
W4k+2 = {w4k+2 ∈ W | k ∈ N}，W4k+3 = {w4k+3 ∈ W | k ∈ N}，W4k+4 =

{w4k+4 ∈ W | k ∈ N}。令 A是基于 {W4k+1,W4k+2,W4k+3,W4k+4}据可允许赋
值集运算封闭性要求构造而成的一个可允许赋值集，使得 {W4k+1,W4k+2,W4k+3,

W4k+4} ⊆ A。对于任意X ∈ A，任意 s, t ∈ {1, 2, 3, 4}，µi,w4k+s
(X) = µi,w4k+t

(X)。

且对于任意X ∈ A，存在 w ∈W，使得对于任意 q ∈ [0, 1]∩Q，都有 µi,w(X) = q。

V (C1) = W4k+1 ∪W4k+2，V (M1) = W4k+3 ∪W4k+4，V (C2) = W4k+1 ∪W4k+3，

V (M2) =W4k+2 ∪W4k+4。M = ⟨W,Ri,A, µ, V ⟩i∈Ag，其认知关系如图 2（省略了
自反和传递关系箭头）。

C1 C2 C1 M2

C1 C2 C1 M2

M1 C2 M1 M2

M1 C2 M1 M2

q q q q q q

q q q q q q
w1 w2

w3 w4

w5 w6

w7 w8

图 2: 概率认知模型M中的认知关系

在没有达到混合策略纳什均衡之前，主体关于自己和对方的策略的概率是不

确定的。这一点在模型中被描述为：对于任意主体 i, j ∈ Ag，任意 c ∈ [0, 1] ∩Q，
都存在 w ∈ W 使得M, w |= (Pj(Ci) = c) ∧ (Pj(Mi) = 1 − c)。关于主体的认知
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状态，易证，M |=
∧
l∈Ag

(
Kl

∧
j∈Ag

(∧
i∈Ag (Pj(Ci) ≥ 0)

))
。这表明，在这一博弈

中，博弈双方都知道自己采取了混合策略，也知道对方采取了混合策略。

令主体 1选择听音乐会的概率为 a，主体 2选择听音乐会的概率为 b。在混合

策略纳什均衡中，主体 2的混合策略满足等式 1 · (1− a)+0 · a = 0 · (1− a)+2 · a，
主体 1的混合策略满足等式 2 · (1− b) + 0 · b = 0 · (1− b) + 1 · b。可表示为公式：∧

i∈Ag

(
(1− Pi(C1) + 0Pi(C1) = 0Pi(C1) + 2Pi(C1))∧
(2− 2Pi(C2) + 0Pi(C2) = 0Pi(C2) + Pi(C2))

)
，即∧

i∈Ag ((Pi(C1) = 1/3) ∧ (Pi(C2) = 2/3))。

混合策略纳什均衡以及其中主体的认知关系同样可以通过概率认知模型得到

刻画。令Ag和At的设定与M相同，WE = {w1, w2, w3, w4}，(RE)1 = (RE)2 =W 2，

令可允许赋值集 AE = ℘(WE)，且对于任意 w, u ∈ WE、任意 p ∈ At 以及任
意 i, j ∈ Ag，都有 (µE)i,w({JpKME})= (µE)j,u({JpKME})，VE(C1) = {w1, w2}，
VE(M1) = {w3, w4}，VE(C2) = {w1, w3}，VE(M2) = {w2, w4}。ME = ⟨WE , (RE)i,

AE , (µE), VE⟩i∈Ag，如图 3。

C1, C2

w1

C1,M2

w2

M1, C2

w3

M1,M2

w4

1, 2

1, 2 1, 2

1, 2

1 2

(µE)i,w(JC1KM) = 1
3
；

(µE)i,w(JC2KM) = 2
3
；

(µE)i,w(JM1KM) = 2
3
；

(µE)i,w(JM2KM) = 1
3
。

A = ℘(W )

图 3: 协同博弈纳什均衡的概率认知模型ME

易证，ME |=
(∧

i∈Ag(Pi(C1) = 1/3)
)
∧
(∧

i∈Ag(Pi(C2) = 2/3)
)
，且

ME |=
∧
j∈AgKj

((∧
i∈Ag(Pi(C1) = 1/3)

)
∧
(∧

i∈Ag(Pi(C2) = 2/3)
))
。

由此可知，在模型ME 的任意可能世界上，任一策略的概率是确定的，也就

是说，协同博弈有且仅有一个混合策略纳什均衡。同时，模型ME 还表明，这个

唯一的纳什均衡是两个主体的普遍知识。例 1还表明，概率认知模型可以借用认
知算子和概率算子的叠加刻画主体对一个事件的概率不确定性。

5 结论与展望

本文在 [4] 和 [7] 的基础上提出了一个将概率函数建立在可允许赋值集上的
概率认知模型，它为概率认知模型的可测问题提供了一种解决方案。这是继概率
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空间认知模型和离散概率认知模型后的第三种概率认知模型。本文比较了三种模

型并指出，如果所有给定命题的概率都是可测的，与概率空间认知模型和离散概

率认知模型相比，基于广义框架的概率认知模型在模型构造和语义定义上具有一

定优势。

本文给出了一个基本的概率认知逻辑公理系统 PELG，在未来的研究中可以
考虑对 PELG进行扩张。文献 [4]指出某些特殊的模态逻辑公式在一类特殊的广
义框架上是有效的，文献 [7]定义了一些特殊的概率函数并讨论了一些特殊的概
率认知公理，这些在基于广义框架的概率认知逻辑中同样可以实现。本文在 [7]和
[8]的基础上，定义了一个典范概率认知模型，提出并证明了概率函数存在引理。
存在引理是重要的，它保证了典范的概率函数是良定义的，但这一引理在已有文

献中没有被提及，更没有得到严格的证明。本文采用典范模型的方法证明了 PELG
相对于概率认知广义框架类是可靠且完全的。

最后，本文运用基于广义框架的概率认知模型刻画了混合策略博弈的初始状

态和混合策略博弈纳什均衡。通过分析可知，基于广义框架的概率认知模型可以

描述混合策略博弈初始状态中主体的认知状态和概率的不确定性，也能够描述混

合策略博弈纳什均衡状态下主体的普遍知识和概率的确定性。这为进一步运用概

率认知逻辑研究混合策略博弈的认知变化和概率更新奠定了基础。

本文仅仅是基于广义框架的概率认知逻辑研究的一个初步尝试和开端，在这

方面还有许多问题有待研究。在基础研究方面，未来的工作包括但不限于研究基

于特殊广义框架的概率认知逻辑、基于邻域语义广义框架的概率认知逻辑、动态

的基于广义框架的概率认知逻辑以及概率认知逻辑中公共知识的作用。在运用研

究方面，可以运用这一逻辑讨论混合策略博弈如何从初始状态达成混合策略纳什

均衡、讨论概率悖论和贝叶斯决策问题等等。

参考文献

[1] L. Aceto, W. van der Hoek, A. Ingolfsdottir and J. Sack, 2011, “Sigma algebras in probabilistic
epistemic dynamics”, Proceedings of the 13th Conference on Theoretical Aspects of Rationality
and Knowledge, pp. 191–199, New York: ACM.

[2] A. Achimescu, A. Baltag and J. Sack, 2016, “The probabilistic logic of communication and
change”, Journal of Logic and Computation, 29(7): 1015–1040.

[3] J. van Benthem, J. Gerbrandy and B. Kooi, 2009, “Dynamic update with probabilities”, Studia
Logica, 93(1): 67–96.

[4] P. Blackburn., M. de Rijke and Y. Venema, 2002,Modal Logic, Amsterdam: Cambridge Univer­
sity Press.



74 逻辑学研究 第 15卷第 4期 2022年

[5] L. Demey and J. Sack, 2015, “Epistemic probabilistic logic”, in H. van Ditmarsch, J. Y. Halpern,
W. van der Hoek and B. Kooiand (eds.), Handbook of Epistemic Logic, pp. 147–202, London:
College Publications.

[6] H. van Ditmarsch, W. van der Hoek and B. Kooi, 2008, Dynamic Epistemic Logic, Dordrecht:
Springer.

[7] R. Fagin and J. Y. Halpern, 1994, “Reasoning about knowledge and probability”, Journal of the
ACM , 41(2): 340–367.

[8] R. Fagin, J. Y. Halpern and N. Megiddo, 1990, “A logic for reasoning about probabilities”,
Journal of the ACM , 87(1–2): 78–128.

[9] B. P. Kooi, 2003, “Probabilistic dynamic epistemic logic”, Journal of Logic, Language and In­
formation, 12(4): 381–408.

[10] M. J. Osborne and A. Rubinstein, 1994, A Course in Game Theory, Cambridge, MA: The MIT
Press.

[11] J. Sack, 2009, “Extending probabilistic dynamic epistemic logic”, Synthese, 169(2): 241–257.

（责任编辑：袁之）



邓美林,郭美云 基于广义框架的概率认知逻辑 75

Probabilistic Epistemic Logic Based on General Frame

Meilin Deng Meiyun Guo

Abstract

Probabilistic epistemic logic integrates knowledge and probabilistic reasoning into
the same logical framework. In order to solve the problem of probability assignment
in probabilistic epistemic model, we provide a probabilistic epistemic model based on
general frame, and discusses the relationship between this model and two existing prob­
abilistic epistemic models. Probabilistic epistemic model based on general framework
can assign probability to any formula in the language defined in this paper, so it is an
ideal semantic model for probabilistic epistemic logic. We present a sound and complete
proof system of probabilistic epistemic logic. The existence lemma of probability func­
tion is proposed and proved, as well as the completeness of this logic is proved. Finally,
two states of a mixed strategy game are described by this logic, which lays a foundation
for further discussion of mixed strategy game.
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